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PRESENTACION

Al igual que otros trabajos, este libro de Conceptos Basicos de tercer grado
de matematicas esta dedicado a ti, estimado estudiante. Es nuestro deseo e
interés que poseas un material que ayude a tu superacion y alcances tus
metas y objetivos.
Los temas del programa oficial se dosificaron de tal manera que de ello resul-
té un grupo de ocho nucleos, los cuales seran tratados en el transcurso del
ano escolar. Dichos nucleos son los siguientes:

* Horizontes de las matematicas

* Aritmética

* Algebra

* Ecuaciones

» Paralelogramos, triangulos y circulo

* Semejanza

* Trigonometria

* Presentacion y tratamiento de la informacion y probabilidad
En este curso partimos de concebir que posees un rico acervo cultural adqui-
rido durante los anos anteriores, de ahi que tengas capacidad para elegir
entre varios caminos y procedimientos. Te mostramos, de manera sencilla
y practica, una serie de conocimientos matematicos para que los aprendas y
apliques en muchas situaciones de la vida cotidiana.

Finalmente, deseamos y esperamos que esta obra te sea de gran utilidad.

Los autores
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Capitulo 1
HORIZONTES DE LAS MATEMATICAS

Los adelantos cientificos y tecnoldgicos son cada vez mas rapidos; lo que
ayer era imposible hoy es una realidad, lo que ahora es un sueno, en el futuro
quiza sera algo cotidiano.

En este capitulo se pretende dar una vision actual y a futuro de las matemati-
cas en los avances del mundo, asi como no perder de vista que son la base
de estudios superiores que tendran mejores logros si se acompanan de una
metodologia adecuada.

Alo largo de esta etapa se adquieren conocimientos sistematicos que, poste-
riormente, contribuiran al desarrollo de una preparacion académica y, junto
con el conocimiento de otras materias, ampliaran la comprensién de la reali-
dad social y cultural en que se vive.
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LA MATEMATICA EN EL FUTURO

Corresponde a la sesién de GA 1.1 ;HASTA DONDE SE PUEDE LLEGAR?

La matematica ha sido fundamental en el desarrollo de la humanidad y se
considera que seguira siendo la base de muchos adelantos posteriores.

La matematica ha permitido, entre otras cosas y hasta este momento, que
una industria o comercio obtenga ventaja sobre sus competidores al ofrecer
un producto de mejor o igual calidad a un menor costo.

La creacion de las calculadoras y después de las computadoras esta basada
en principios matematicos. También la representacion de leyes y principios de
otras ciencias como la fisica y la quimica tiene fundamento en la matematica.
Asimismo, esta inmersa en el lanzamiento de cohetes para inspeccionar otros
mundos; en las estrategias militares; en el mejor aprovechamiento de los es-
pacios; en la construccion de maquinaria mas evolucionada que permita ele-
var la productividad en la explotacién de la tierra; en la reduccion del tiempo
empleado para realizar un trabajo por medio de una computadora... en fin, la
ciencia y sobre todo la tecnologia hacen uso de la matematica para alcanzar
los niveles de desarrollo que hasta ahora se conocen.

He aqui la importancia que ha tenido la matematica pero, ¢hasta donde pue-
de llegar?

En el caso de la matematica abstracta, es decir, de la matematica que no tiene
aplicaciones inmediatas, seria dificil senalar un uso concreto, pues depende
del tema elegido y de la orientacion que el matematico le dé.

Con respecto a la matematica aplicada, su avance estara sujeto a las necesi-
dades e impulso de quienes la emplean como instrumento al servicio de sus
actividades; basta con ver los adelantos en la elaboracion de prétesis; en la
creacion de programas computacionales que detectan, controlan y curan im-
perfecciones o enfermedades; en la construccidon de naves espaciales y en
los proyectos para construir ciudades fuera del planeta; en las grandes inves-
tigaciones que se realizan con el fin de encontrar vacunas o antidotos para
curar enfermedades que siguen azotando a la humanidad, o muchas activida-
des mas, para imaginar hasta dénde se puede llegar con la matematica.
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CONTENIDO DEL PROGRAMA DE TERCERO

Corresponde a la sesion de GA 1.2 LISTOS PARA EL GRAN FINAL

Los temas que contiene el programa de Matematicas estan estructurados de
manera que permiten correlaciones, tanto entre ellos como con los de otras
asignaturas.

Ademas, propicia la vinculacién de los conocimientos adquiridos en la educa-
cion basica con los que se veran en grados superiores de estudios.

Para ello, en este curso se completa el estudio de la aritmética con el proce-
dimiento para extraer raiz cuadrada y se inicia en el concepto de error con
una breve presentacion de las fuentes que lo originan.

En algebra se profundiza en las operaciones con polinomios y con fracciones
algebraicas; en la solucién de ecuaciones y de sistemas de ecuaciones linea-
les con dos y con tres incdgnitas; asimismo, se tratan temas como los produc-
tos notables y la factorizacién y la solucion de ecuaciones cuadraticas.

En geometria se amplia el estudio de las formas geométricas, con base en
sus caracteristicas y propiedades; se ve la aplicacion de teoremas para solu-
cionar problemas de calculo o construccion de figuras. De igual forma se ana-
lizan algunas propiedades de los cuerpos geométricos para calcular su area
total y su volumen; también se hace un estudio de casos sencillos de cortes
en prismas y piramides.

Como una parte importante de la geometria se inicia el estudio de la trigo-
nometria en lo que se refiere a la relacion de lados y angulos en un triangulo
rectangulo y su aplicacion en la solucion de problemas.

En lo relativo a la presentacion y tratamiento de la informacion, en este
curso se presentan las tasas de variacion, asi como los indices y sus aplica-
ciones en casos sencillos.

También se manejan las nociones de censo, encuesta y muestreo como una
forma de generalizar resultados obtenidos en una poblacion.

Con respecto a probabilidad se enriquece el concepto de frecuencia y se
presenta la aplicacién de la formula clasica en diversas situaciones.
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Se recurre al diagrama de arbol para numerar posibles resultados en un expe-
rimento aleatorio y a la regla del producto; igualmente, se resuelven proble-
mas de probabilidad a partir de simulaciones.

Para el desarrollo de los temas sefalados se estructuraron los textos con base
en la metodologia propuesta para la materia. Esto es, se recurre a las activida-
des permanentes: resolucion de problemas, estimacion de resultados, calcu-
lo mental, uso de la calculadora, uso de los instrumentos de dibujo y manejo
del lenguaje simbdlico, con el fin de propiciar el desarrollo de tus habilidades
matematicas.

TRIGONOMETRIA

Corresponde a la sesién de GA 1.3 UNA RELACION TRIANGULAR

La trigonometria es la parte de la matematica que estudia la forma de calcular
los elementos de los triangulos; tiene su origen en tiempos muy remotos; los
primeros babilonios la utilizaban como herramienta en la navegacion, asi como
para medir tierras o la distancia de los astros que observaban en el cielo.

Es decir, se usaba para calcular todo aquello que no podia medirse con las
unidades empleadas normalmente en distancias cortas.

Los arabes adoptaron los conocimientos trigonométricos, los perfeccionaron
y después los transmitieron a Europa junto con los conocimientos algebraicos,
alrededor del siglo Xil.

La trigonometria estudia la relacion entre los lados de un triangulo y la medida
de sus angulos internos; sigue usandose en los mismos ambitos para los que
fue creada, es decir, en la astronomia y en la navegacion; ademas, en la topo-
grafia, en la mecanica, en el movimiento ondulatorio, en el sonido, etcétera.

Un ejemplo de la aplicacién de las funciones trigonométricas se puede ver en
la solucién de los siguientes problemas:

Desde lo alto de un faro de 160 m de altura se observa un barco a un angulo
de depresion de 20° calculese la distancia que hay del faro al barco.

Se busca la funcion que relaciona los datos conocidos y el que se desea
calcular, en este caso es la tangente.
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Por tanto:

tan 20° —160
X

Despejando:

« = 160
tan 20°

Sustituyendo:

. = 160
0.364

Haciendo operaciones

X =439.56 m

Asi que la distancia del faro al barco es de 439.56 m.

Calcular el angulo de elevacion del Sol en el momento en que un arbol de 32.5 m

de altura proyecta una sombra de 75 m.

la al

1< i

75m

32.5
tan x = ——
=75
tan x = 0.4333
X = 23.4°

Por tanto, el angulo de
elevacion del Sol en el
momento requerido es
de 23.4°.

Esta aplicaciéon de la trigonometria, y muchas otras que se veran mas adelan-

te, se han usado desde tiempos muy remotos.
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

Corresponde a la sesion de GA 1.4 NO HAY PROBLEMA

Un aspecto esencial de las matematicas y sus procedimientos de resolucion
es que fomentan en el alumno el razonamiento y andlisis de situaciones cir-
cundantes; es decir, le ayudan a ejercitar procesos mentales haciendo que
reflexione y busque la manera de vencer los obstaculos que se presenten,
para encontrar los caminos mas convenientes que le permitan resolver pro-
blemas.

La resolucion de problemas no se limita a la lectura de enunciados y la bus-
queda de respuestas inmediatas. Significa también saber manejar situacio-
nes cotidianas aplicando los conocimientos ya adquiridos y descubriendo
nuevas estrategias que indiquen uno o mas caminos para tal fin.

Para resolver un problema es conveniente seguir ciertos pasos que conduz-
can a su solucion:

1. Empezar por analizar el planteamiento del problema.

2. Localizar los datos del problema, examinarlos y buscar puntos de con-
tacto con conocimientos anteriores.

3. Buscar un proceso operacional con el cual se pueda llegar al resultado.

4. Si es posible, hacer un calculo mental del resultado.

5. Realizar las operaciones necesarias y encontrar el resultado.

Con base en los puntos anteriores, analicese el siguiente problema:

Un grupo de alumnos se reune todas las tardes durante una semana para
pintar la barda de su escuela. El lunes pintan 6.5 m, el martes 5.75 m, el miér-
coles 7.85 m, el jueves 6.9 m y el viernes 5 m. {Cuantos metros de barda
pintaron en total?

1. Se lee el problema y se inicia su analisis estableciendo cual es la pregunta,
en este caso: {cuantos metros de barda se pintaron en la semana?

2. Se localizan los datos que da el problema:

lunes 6.5 m
martes 575 m
miércoles 7.85 m
jueves 6.9 m
viernes 5 m
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3. Se busca un proceso operacional; como lo que se quiere encontrar es el total
de metros que se pintaron de la barda, se realiza una adicion. Utilizando solo
las cifras de los enteros se realiza una estimacion del resultado, en forma
mental o escrita:

6+5+7+6+5=29

Este dato se toma s6lo como una aproximacion del resultado.
4. Si se emplea el calculo mental debe anotarse el resultado.
5. Se realizan en forma escrita las operaciones necesarias.
6.7+ 575+7.85+69+5=23220
Este resultado se comprueba con la ayuda de la calculadora.

6. Se establece el resultado, sin olvidar las unidades con las cuales se esta
trabajando ni la pregunta realizada.

Resultado: pintaron 32.2 m en una semana.

El andlisis de problemas y su correcta resolucion ayudara a tener un pensa-
miento mas ordenado y a seguir un camino mas confiable.

COMO ESTUDIAR MATEMATICAS

Corresponde a la sesion de GA 1.5 UN CAMINO SEGURO

Cuando ingresa en una escuela, el objetivo principal del estudiante es el apren-
dizaje de nuevos conceptos, el logro de algunas metas y el cambio de ciertos
habitos y habilidades que le conduzcan a conocimientos cada vez mas eleva-
dos; todo ello se adquiere con buenos habitos de estudio, actividades ade-
cuadas y actitudes que faciliten una mayor comprension del objeto de estudio
y permitan profundizar en el tema propuesto.

Algunas actividades que contribuyen a que el estudio se realice de una mane-
ra mas ordenada y eficaz son:

1. Escuchar con atencién. No sélo oir sino entender y cuestionar aquello que
se plantea, estableciendo mentalmente modelos que nos ayuden a com-
prender, valorar y retener lo escuchado.
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2. Participar en comentarios grupales en los cuales se discute y aprende a
traves del intercambio de experiencias.

3. Leer cuidadosamente las fuentes de consulta, advirtiendo las relaciones ahi
establecidas con los temas de estudio.

4. Elaborar apuntes donde se encuentren cuadros sindpticos, formularios y
esquemas que simplifiquen lo leido y concentren lo esencial.

5. Realizar ejercicios en donde se aplique el concepto visto, consultando, en
caso necesario, los libros o apuntes respectivos.

6. Resolver problemas propuestos, identificando primero los datos y, en caso
necesario, aplicando las férmulas correspondientes.

7. Inventar nuevos problemas que impliquen los elementos conocidos y que
sean cercanos a la realidad.

Ademas de esos pasos, es necesario hacer las consideraciones siguientes
para estudiar mejor:

1. Contar con un espacio limpio, agradable y bien ventilado en el cual se
pueda trabajar.

2. Senalar, en el horario diario de actividades, un tiempo dedicado exclusiva-
mente a la materia (por ejemplo dos dias a la semana una hora cada dia).

3. Llevar en orden los apuntes y ejercicios elaborados.

4. Visitar una biblioteca de facil acceso en la cual se puedan encontrar y con-
sultar los libros adecuados.

5. Establecer circulos de estudio con companeros y amigos con quienes se
comenten y discutan temas de la materia.

Los pasos que deben seguirse para el estudio de las matematicas son flexi-
bles y permiten comprender mejor los conceptos y sus aplicaciones.
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LA MATEMATICA EN EL NIVEL MEDIO SUPERIOR

Corresponde a la sesién de GA 1.6 TU PUEDES ALCANZARLAS

La eleccidn de una carrera significa una de las decisiones mas importantes en
la vida. Las opciones actuales para continuar los estudios después de la se-
cundaria son muy diversas y representan variadas alternativas de educacion;
en todas ellas, la matematica esta presente indiscutiblemente.

Las matematicas se aprenden de manera gradual desde los primeros anos de
vida, cuando se descubren y establecen las relaciones cuantitativas en la rea-
lidad. Después, con los estudios formalizados de una escuela, esas experien-
cias se amplian, reforzando cada vez mas los conocimientos anteriores. Es
por eso que los programas de todos los niveles observan entre si una relacion
de concordancia y continuidad que propician que en el alumno se desarrolle
un razonamiento matematico.

Los programas de matematicas en el nivel medio superior contienen entre sus
materias las siguientes:

. Algebra

* Trigonometria

* Geometria analitica

Calculo diferencial

Probabilidad y presentacién y tratamiento de la informacion

Para el estudio de estas ramas de las matematicas es necesario tener una base
sélida, la cual sélo puede darse en la medida en que los conocimientos adqui-
ridos en la secundaria hayan sido aprendidos. El algebra y la geometria son
basicas para la comprensién de tales ramas, por lo tanto, debe hacerse énfasis
en el estudio de esas materias, ya que son elementales y, si han sido bien apren-
didas en la escuela secundaria, constituiran una introduccion para el conoci-
miento de temas mas especificos, en donde la abstraccion sera cada vez ma-
yor y ayudara a adquirir conceptos y a hacer aplicaciones mas elevadas.

Las matematicas del nivel medio son la base para el estudio de cualquier
carrera y son fundamentales en todas las actividades humanas; lo mismo las
utiliza el ingeniero para hacer calculos en sus proyectos que un médico para
suministrar la cantidad conveniente de anestesia a su paciente; o bien el cam-
pesino que compra una cantidad de semilla determinada en relacion con el
area que va a sembrar, o el pintor que cuida las proporciones de las figuras en
el dibujo que realiza, etcétera.
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Mientras mas claro y profundo sea el conocimiento matematico, mayor sera
su aplicacion en diferentes actividades; y es en el nivel medio superior en
donde se estudian sus fundamentos.

PROYECTO PERSONAL

Corresponde a la sesién de GA 1.9 ACEPTO EL RETO

En la mayoria de las actividades humanas, siempre se tienen proyectos, tanto
en forma directa como indirecta, en éstos siempre se tienen objetivos que
cumplir, para alcanzarlos se deben seguir ciertos planes y estrategias. Asimis-
mo, para alcanzar los objetivos se deben cubrir metas previas en tiempos
establecidos; conforme se vayan cubriendo se estara mas cerca de los obje-
tivos finales. Por otra parte, para llegar a ellos se deben considerar los impre-
vistos, por esa razon, si los objetivos se cubren entre 70% y 80% se puede
considerar que el proyecto es satisfactorio.

Algunos ejemplos de proyectos son: instalar una fabrica; mejorar un sistema
de riego; construir una escuela, un hospital o una unidad habitacional; desa-
rrollar una investigacion en diferentes ciencias para proporcionar los descu-
brimientos al servicio de la sociedad, etcétera.

En lo que respecta al proyecto personal, ya se tiene la experiencia de haber
elaborado dos en cursos anteriores; ahora, con base en esa experiencia, si no
se consiguieron los objetivos buscados, se deben hacer cambios para mejo-
rar el proyecto, ya que si da resultado en este curso se puede realizar uno
cada vez que inicie un nuevo curso. Se debe establecer qué tiempo debe
dedicarse, después de clase, a las materias que se consideren con mayor
dificultad; también si se hara en forma individual o con otros companeros; o si
se tiene la finalidad de disipar dudas o afirmar conocimientos; todo ello que
traera como consecuencia la asimilacion y compresién de otros temas.
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Capitulo 2

ARITMETICA

La aritmética aparece en la vida del hombre debido a la necesidad de contar.

Con la aparicion de instrumentos sofisticados como las calculadoras y
computadoras, esta ciencia que da la base para cualquier calculo, se convier-
te en algo sencillo y sin gran complicacién para todo el mundo.

Sin embargo, el entendimiento claro que se tenga de ella ayuda, indudable-
mente, a un mayor acceso a otras ramas de las matematicas como el algebra
y, en general, para cualquier conocimiento por sencillo o abstracto que éste
parezca.
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ADICION Y SUSTRACCION DE FRACCIONES

Corresponde a la sesién de GA 2.11 EL DOMINIO COMUN

Adquirir conocimientos y destreza en las operaciones con fracciones es fun-
damental para resolver multiples problemas que se presentan cotidianamente.
En esta sesion se mostraran los diferentes casos de adicidn y sustraccion de
fracciones.

Adicion

Para la adicion de fracciones se presentan dos casos.
Primer caso: adicion de fracciones comunes.

Se observa si las fracciones comunes que se sumaran tienen el mismo deno-
minador; si es asi, se suman los numeradores y el resultado se le asigna el
mismo denominador.

Obsérvese el siguiente problema:

Se tienen tres envases con agua, uno con %e, el segundo con g—e y el ultimo

con ge. ¢Queé cantidad de agua hay en total?

La operacion para encontrar el resultado sera una adicion:

4 3 8
9 9 9

Se puede observar que todas las fracciones tienen igual denominador, por lo
que se anota el mismo denominador y se suman los numeradores:

4 3 8 4+3+8 15
— 4+ = 4+ =

9 9 9 9 9

Con lo que se concluye que hay 1?5 ¢ de agua en los tres envases.

Si la adicion que se realizara tiene fracciones con distinto denominador, se
requiere que se expresen las fracciones de tal manera que los sumandos ten-
gan igual denominador. Esto se logra por medio del mem (minimo comun
multiplo) de los denominadores.
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Por ejemplo:

5,7 ,5_

Para realizar la adicion de
6 2 8

1. Se procede a encontrar un denominador comun, que es el mem de los

denominadores de las fracciones:

2
;
1
1

W wwo
- N b~ O

1

mcm (6,2,8) 22x3 =2x2x2x3 = 24

mcm (6, 2, 8) =| 24

(oI \C T \O I\ V)

2. Se transforman las fracciones a sus equivalentes para que tengan el mismo

denominador.

S x4_-120 T x12_ |8} 5,3 _ |15
6 4 24 2 1 24 8 3 24
3. La adicién equivalente a 2 4 L 4 2o e
6 2 8
20 84 15
— + — —
24 24 24
4. Se realiza la adicion:
20 84 15 _20+84+15 _ 119
24 24 24 24 24

5. La adicién resultante es impropia, por lo tanto se obtiene un nimero mixto.

19

24
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Segundo caso: adicidon de fracciones expresadas con numeros decimales.
Cuando se tiene que obtener la adicion de 0.5y 0.3 y éstos se expresan como
fracciones comunes se procede asi:

5 3
05=—1y 03 = —
10 10
entonces:
3 5+3 8
— + = = =
10 10 10 10
Al sumar en forma directa:
0.5
+ 0.3
0.8

Desde luego que la adicién de fracciones es una operacion que se realiza
facilmente. Por tanto, después de haber recordado los dos casos, seria con-
veniente ejercitar lo aprendido resolviendo un problema donde se ha de su-
mar una fraccion comun y una decimal.

Se va a sumar 51Zkg y 2.5 kg de nueces. (Cuantos kg de nueces se tienen?

1
5— + 25 =
4
1 21
5L — <l
4 4
25 5
2 = = ==
> 10 2
21 5 21 + 10 31 3
+ = = = 7 —_—
4 2 4 4 4

iEfectivamente!, con el procedimiento empleado se han obtenido 7%kg de
nueces.
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Sustraccion

Considérese que al realizar la sustraccion de fracciones puede ocurrir lo si-
guiente:

a) Que el minuendo y el sustraendo sean positivos
b) Que el minuendo sea positivo y el sustraendo negativo
c) Que el minuendo y el sustraendo sean negativos.

Por tanto, al realizar una sustraccion se efectua de manera analoga a la suma
utilizando el simétrico del sustraendo, lo cual se generaliza como:

a-(b)=a+(-b)
a-(-b)=a+b
-a—-( b)=—a +(-b)
-a-(-b)=—a+b

Y se resuelven utilizando los mismo criterios que en la adicion.

Ejemplos:

8 '3 . o 3 3
a)g— (7), se utiliza el simétrico de 7que es —7y elmcmde 5y 7 es 35, por

lo tanto queda como:

+ (-1 41
£+_(i)= 56+ ( 5)= = 1 —
5 7 35 35 35
4 9 . g 9 9
b) — 9 (—2 ), se utiliza el simetrico de > que es > yelmcmde9y2es 18

con lo cual queda como:

4 _ _ _
48 _8tes) -8 17
9 2 18 18 18

2 "
c)3 5 (0.15) se utiliza el simétrico de 0.15 que es —0.15:
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35 -0.15=
o 17 15 3
85 =75 Y 015 = 755 = 20
17 8. _ e8+(3 _[e5]_ .5
5 t(- 39)= 20 =120 ° 20

Las operaciones con fracciones son muy Utiles para realizar diversos céalculos
que se requieren en el estudio de las matematicas y otras disciplinas, por lo
cual es necesario adquirir habilidad para su realizacién.

MULTIPLICACION Y DIVISION DE FRACCIONES

Corresponde a la sesion de GA 2.12 UN ENTERO RACIONAL

En la resolucion de problemas es frecuente encontrar que su solucion se ob-
tiene mediante la multiplicacion o division de fracciones.

Multiplicacion de fracciones

El producto de dos fracciones se calcula facilmente si se conoce la ley de los
signos para la multiplicacion:

+)

+

(+)
=(-)
(=)
)

)
)
-)

+ |

(+)
(+)
(-)
(=)

—_ T~

I
+ |

Multiplicacion de numeros decimales

La distancia de un poblado a otro es de 3.75 km. Si un automovilista ha reco-
rrido 0.25 de su trayecto, écuantos kildbmetros ha recorrido?

El algoritmo para obtener el producto con decimales es semejante al de los
ndameros enteros:

a) Se aplica la ley de los signos.

(=) (=) = (+) (=) (+) = (=)
(+)(+) = (+) (+) (=) = (=)

Cuando dos factores tienen signo Cuando un factor es negativo y otro
igual, el producto es positivo positivo se tiene un producto negativo
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b) Se multiplican los valores absolutos de los factores.

c) La suma total de cifras decimales de todos los factores determina el nime-
ro de cifras decimales que tendra el producto.

El problema se resuelve multiplicando la distancia total por la parte recorrida:

3.75 ——> 2 cifras decimales
x 0.25 ——> 2 cifras decimales
1875
750
.2625 ——> 4 cifras decimales en total.

Obsérvese los siguientes productos:

—2.68 T> 2 cifra (s) decimal (es) 3 <T -7.242
X X
—3.7 ——> 1 cifra (s) decimal (es) 2 <— 0.35
1876 36210
804 cifra (s) decimal (es) 5 <— 21726
EEE—— en total —_—
+ 2680 ——> 3 —2.53470

Multiplicacion de fracciones comunes

Para observar el mecanismo que se sigue en la multiplicacion de fracciones
comunes, analicese el siguiente problema:

1 3 . .
Una botella con una capacidad de Ee es IIenadaZ partes. {Qué cantidad de

liquido tiene? Para resolver este problema se siguen estos pasos:

a) Se aplica la ley de los signos y se multiplican los valores absolutos de los
numeradores y de los denominadores de las fracciones.

b) Para obtener el numerador del producto se multiplican los numeradores
entre si, y para obtener el denominador del producto se multiplican los

denominadores entre si.
1

1 x 3 -3
2 4 8
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3
De donde se concluye que la botella tieneg ¢ de liquido.

Obseérvense los siguientes productos:

3 o) () (2) = oo
0) (L) (L) ) 1) = &
0 2)(5) (&) ==
)+ DR =

Notese que los productos a) y b) son positivos y el nUmero de factores nega-
tivos que tienen es par (2 y 4 factores negativos, respectivamente). Los pro-
ductos c) y d) son negativos y el niumero de factores negativos es impar (1y 3,
respectivamente).

Cuando existen mas de dos factores en una multiplicacién se puede observar
—al aplicar la ley de los signos— que si el nUmero de factores negativos es
par (0, 2, 4, 6, 8, etc.) el producto es positivo, pero si el nimero de factores
negativos es impar (1, 3, 5, 7, 9, etc.) el producto es negativo.

Divisién de fracciones

La divisién es una de las operaciones fundamentales, y es la inversa de la
multiplicacion. Para su resolucion se aplica la ley de los signos para la division:

(+) = (+)= (+)  porque (+) (+) = (+)
(+)+ (=)= ) porque (+) () = ()
(=)= (+)= () porque (-) (+)= (9
(-)+ (=)= (+)  porque () () = (+)

Divisién de numeros decimales

Analicese el problema siguiente:

Se tiene 25.5 kg de frijol y se repartiran en 15 bolsas. {Qué cantidad conten-
dra cada bolsa?
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Este problema se resuelve con la divisién:
25,5+ 15

Al resolver esta division, primero se coloca el punto decimal en el cociente de
acuerdo con el primer digito decimal del dividendo; después se consideran
las cantidades positivas, ya que al término de la divisidén se escribira el signo
que le corresponda al cociente, segun la ley de los signos.

1.7

15[25.5
105
00
El cociente de (25.5) + 15 es positivo al aplicar la ley de los signos.
Obsérvense los ejercicios siguientes:

a)93+ 2.5

Para facilitar el proceso de dividir, el divisor se convierte a entero. Para ello se
multiplica el divisor y el dividendo por 10, 100, 1000, etc., segun sea el nume-
ro de decimales del divisor.

Para este caso solo hay un decimal en el divisor; asi pues, se debe multiplicar
el divisor y el dividendo por 10.

93+ 2.5 =93(10) ~ 2.5(10) =930+ 25
Ahora se aplica el algoritmo de la division y se tiene:

37.2

25 | 930

180
050
0
Por lo que 37.2 es el cociente de 93 + 2.5

b) 0.273 + 2.61
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Para que el divisor sea un nimero entero se multiplica éste y el dividendo por
100, porque el divisor tiene hasta centésimos.

0.273 (100) = 2.61 (100) = 27.3 + 261
Nuevamente se aplica el algoritmo de la divisién:
0.104
261 | 27.3
1200
156
0.104 es el cociente de 0.273 + 2.61

Division de fracciones comunes

Para resolver este tipo de divisiones se multiplica el dividendo por el reciproco
o inverso multiplicativo del divisor. Para esto se efectua la multiplicacion “en
cruz”: un numerador por un denominador y un denominador por un numerador.
Véase el problema siguiente:
. o . 14 . .
Se tienen 14 envases con medio litro de aceite, esto es —¢ ; si se vacian en
2
L .
envases deg ¢, {cuantos envases se llenaran?

Esta operacion resuelve el problema anterior:

14 1
3

Al multiplicar por el reciproco del divisor se tiene que el reciproco o inverso
multiplicativo de

1 3
3 s T
14y, Ay - (14 (3 - 42
e =& = 4
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que es igual a multiplicar “en cruz”:

14 1 _ 42 o1

2
dividendo 4‘

divisor

cociente
De donde se concluye que se llenaran 21 envases.

Obsérvese el ejemplo siguiente:

El cociente de una division de fracciones, igual que en los enteros, indica
cuantas veces el divisor “cabe” en el dividendo.

POTENCIACION Y RADICACION DE FRACCIONES

Corresponde a la sesién de GA 2.13 LLEGA A LA RAIZ

Al elevar un numero al cuadrado y extraerle raiz cuadrada, el resultado es el
mismo numero. Esto sucede porque la potenciacion y la radicacion son ope-
raciones inversas.

Potenciacién

Un problema que se puede resolver con ayuda de la potenciacion es el si-
guiente:
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(Cual es el total de dulces en una caja que contiene 50 bolsas con 50 dulces
cada una?

Este problema se puede solucionar por medio de una multiplicacion:
50 x 50 = 2 500
La cual se puede expresar como una potenciacién, esto es:
502 = 2 500
La potenciacién es un procedimiento en el cual interviene la multiplicacion.
La potencia esta formada por la base y por el exponente (o potencia) al cual

se elevard la base. La base se toma como factor tantas veces como indique el
exponente.

¢— exponente
base — 43
Esta potencia se lee: “cuatro al cubo o cuatro elevado a la tercera potencia”.

Al descomponer en sus factores la potencia indicada y efectuar la multiplica-
cion se obtiene la potencia de ella.

4= (4) (4) (4) = 64

Potencia indicada Potencia

Obseérvense los siguientes ejemplos:
b) (0.3)*=(0.3) (0.3) (0.3) = 0.027
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d) (- 0.25)% = (- 0.25) (- 0.25) (- 0.25) = — 0.015625

La potenciacion consiste en tomar la base como factor tantas ve-
ces como lo indique el exponente.

A continuacién se da una serie de cuadrados de algunos numeros.

12= 1 112 = 121 302 = 900 (0.1)2 = 0.01
22= 4 122 = 144 402 = 1600 (0.22 = 0.04
3F= 9 132 = 169 502 = 2500 (0.3)2 = 0.09
42 = 16 152 = 225 60° = 3600 (0.4)2 = 0.16

62 = 36 162 = 256 802 6 400 (0.6)> = 0.36
72 = 49 172 = 289 902 = 8100 (0.7)2 = 0.49
82 = 64 182 = 324  100® =10 000 (0.8)2 = 0.64
92 = 81 192 = 361 (0.92 = 0.81
102 =100 202 = 400

)
)
)
)
52 = 25 142 = 196 70> = 4900 (0.5 = 0.25
)
)
)
)

Radicacion
La operacion inversa de la potencia al cuadrado es la raiz cuadrada.
Obsérvese el siguiente problema:

Un albanil tiene 169 mosaicos para cubrir una superficie de forma cuadrada.
¢{Cuantos mosaicos tendra de lado el cuadrado?

Este problema se resuelve extrayendo raiz cuadrada a 169. Buscando en la
tabla de cuadrados se observa que:

132 = 169
Por tanto:

\ 169 = 13

Asi, el lado del cuadrado sera de 13 mosaicos.
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La raiz cuadrada es la operacién inversa a la potenciacion al cua-
drado, la cual consiste en buscar un nimero que multiplicado por
si mismo dé el numero dado.

El célculo de la raiz cuadrada puede realizarse por varios métodos, en este
caso se hara con ayuda de la tabla de cuadrados.

Ejemplo:
\'6 400

Se localiza en la tabla el nUmero que elevado al cuadrado dé por resultado
ese numero. Dicho numero es la raiz cuadrada:

\l 6400 | 80 como 80% = 6 400. Pero también —802 = 6 400

Se puede concluir que:

N 6400 | 80 y N6 400 |-80

En algunas ocasiones es necesario buscar la raiz cuadrada de fracciones co-
munes.

Para calcular la raiz cuadrada de una fraccién comun se calcula la raiz cuadra-
da del numerador y después la del denominador. Si éstas no son exactas se
dejan indicadas.

Ejemplo:
J o Vo
5 \ 25

Se busca en la tabla de cuadrados qué numeros elevados al cuadrado dan
por resultado 9y 25:
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Por tanto:
— = 3 Asimismo 9 = 3
\‘ \I 5 ° ’ 25 5
Ejemplo 2:
35 = \|35
64 64

Se localizan en la tabla de cuadrados los numeros que elevados al cuadrado
den por resultado 35 y 64. Como en la tabla solo se localiza:

La solucion sera:

s _ Vs Ve Vs
64 \ 64 8 Y 8
dejando indicada \'35 ya que es una raiz inexacta.

El calculo de la raiz cuadrada tiene otros métodos de resolucion que se estu-
diaran en sesiones posteriores.

RAIZ CUADRADA POR TANTEO

Corresponde a la sesion de GA 2.15 ENSAYO Y ERROR

Algunas operaciones matematicas se han conocido desde la antigliedad. Un
ejemplo de ellas es la radicacion, misma que el pueblo hindu ya conocia,
aungue los arabes la difundieron por el mundo.

La raiz cuadrada es la operacién inversa de la potenciacion al cuadrado. En
esa operacion se conoce la potencia y el exponente, pero se busca la base.
Consta de los siguientes elementos:

indice —= 2
radical —— \| a = b —-——raiz

|

radicando
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Cuando el indice se omite se esta indicando que es una raiz cuadrada.

Al calcular las raices cuadradas de un nimero, se buscan dos valores con los
que, al multiplicarse por si mismos, se obtenga un producto que sea igual al
numero dado.

Obsérvese el gjercicio siguiente:

Calcula las raices cuadradas de 25.

Al buscar un numero que multiplicado por si mismo dé por resultado 25 se
tiene que:

1x1=1,2x2=4,3x3=9,4x4 =16,5x5 = 25; por tanto la raiz de 25 es
5:

N 2 = 5 porque 5 x5 = 25

Pero existe también otra pareja de niUmeros que al multiplicarse dan como
producto 25, éstos son:

Ya que al multiplicar dos numeros negativos el resultado es un nimero positivo.
Se puede observar que 25 tiene dos raices: una positiva y una negativa.

Vo5 =5 vy 25 = 5

Esta situacion se presenta para todo numero racional positivo, lo cual se re-
presenta a continuacion:

\| a = b dondeunade las raices de a es b positiva y otra b negativa.

J@a =b y ya =-b

Es posible calcular las raices de un numero observando en la tabla de cuadra-
dos su raiz. Si no es exacta, se podra estimar al obtener las dos raices mas
préoximas a él.

Ejemplo: calcula las raices de 78.
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Para hacer el célculo de esas raices se utiliza la siguiente tabla:

12= 1 202 = 400
22= 4 30 = 900
F= 9 402 = 1600
42 = 16 502 = 2500
52 = 25 60* = 3600
6= 36 702 = 4900
72 = 49 802 = 6400
82 = 64 902 = 8100
92 = 81 1002 =10 000
102 = 100

Se puede observar que:
82 =64y9* =81

Por lo que la raiz de 78 se encuentra entre 8 y 9. Para aproximar a décimos
tdmese el valor de 8.5

8.5x8.5 =7225

Como al elevar 8.5 al cuadrado el valor resultante es menor que la cantidad
original, se toman valores mayores a él que no sean ni iguales ni mayores
que 9.

8.6° = 73.96
8.7 = 75.69
8.82 = 77.44
8.92 = 79.21

La raiz que se aproxima mas es 8.8; por tanto, resulta que:

78 =+ 8.8

Si se quiere aproximar a centésimos o milésimos, se continda con el mismo
procedimiento.

Obténganse ahora las raices de 1 256. Consultando la tabla se pueden obser-
var los valores mayor y menor.

302=900 vy 402=1600
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Ahora se toman valores intermedios.
352=1225 y 362=1296

Por lo que se puede concluir que las raices cuadradas aproximadas de 1 256
son:

\1256 =35 y \[1256=-35

Si se desea aproximar a decimales se hace el procedimiento anterior hasta
obtener la aproximacion deseada.

Para calcular la raiz de una fraccién comun se buscan las raices de su nume-
rador y denominador. Las fracciones resultantes seran las raices.

o =Vo ; Vo =3 y\i6 = 4

16 N 16

‘9 3 9 3
6 4 Y Ne T T4

Existen otros métodos con los cuales se puede calcular las raices cuadradas
de un numero, pero llevarlo a cabo por tanteo ayuda a desarrollar el calculo
mental, haciendo también mas rapida la resolucién de problemas.

Por tanto:

RAIZ CUADRADA POR INTERPOLACION

Corresponde a la sesién de GA 2.16 CERCA DE LA SOLUCION

Ademas del método de tanteo sistematico se pueden calcular las raices cua-
dradas de un numero por otros métodos; uno de ellos es el de interpolacion.

Este método es muy sencillo y consiste en calcular las raices de un nimero
tomando en cuenta dos valores cercanos, uno mayor y otro menor, y estable-
ciendo de acuerdo a esos datos una proporcion.

Obseérvense los siguientes ejemplos:
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a) Calcular las raices cuadradas de 7 508.

Se buscan en la tabla de cuadrados los valores mayor y menor cercanos a
ese numero.

802 =6400 90%= 8100

Se observa que las raices oscilan entre 80 y 90. Ahora sélo falta encontrar
un valor mas préximo. Para ello, se restan las bases encontradas y sus
potencias.

90 - 80 = 10
8100 - 6400 = 1700
De donde se obtiene la razon:
10
1700

La segunda raz6n se encuentra restdndole la menor potencia encontrada al
numero del cual se busca la raiz:

7508 -6 400 =1 108

Este nUmero se anota como consecuente de la segunda razon; el anteceden-
te es el niumero buscado y se senala con la letra x ya que es el valor que se
desconoce:

X
1108

Con esto se puede establecer la proporcion:

10 X
1700 1108

Ahora es posible encontrar el valor de x aplicando la ley fundamental de las
proporciones.

1108x10  _ g gy
1700
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Por tanto x = 6.51; este valor se suma a la base menor.
80 + 6.51 = 86.51
Por tanto la raiz cuadrada aproximada de 7 508 es 86.51:
7508 ~ 8651 y 7508 =~ -8651
El simbolo = o0 = se lee como aproximadamente.
b) Calcular las raices cuadradas de 9 700

Se buscan en la tabla de cuadrados los valores mayor y menor cercanos a
ese numero:

90> =8100 1002 = 10000
La raiz de 9 700 oscila entre 90 y 100.

Se restan las bases encontradas y sus potencias con lo que se encuentra la
primera razon:

100 - 90 = 10 10
10000 - 8100 = 1900 1900

Se resta la menor potencia encontrada al niumero del cual se busca la raiz.
9700-8 100 = 1600
Se encuentra la segunda razon:

X
1 600

Con las dos razones se establece la proporcion:

10 X
1 900 1 600

Se aplica la ley fundamental de las proporciones para encontrar el valor des-
conocido:

1600 x 10
1900
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_ 16000
X 1900
X = 8.42

Este valor se suma a la raiz menor:
90 + 8.42 = 98.42
Y se afirma que:
\9700 ~ 9842 y \9700 ~ -98.42
De esa manera se puede concluir que:

El célculo de las raices cuadradas de un numero por el método de interpolacion
muestra una idea aproximada del valor buscado.

RAIZ CUADRADA POR EL METODO BABILONICO

Corresponde a la sesién de GA 2.17 RAICES BABILONICAS

Es conveniente conocer los diversos métodos para resolver una operacion.
De esta manera aumentan las posibilidades de tener éxito en su resolucion;
en esta sesidn se presenta un procedimiento mas para calcular las raices
cuadradas de un numero, el método babilonico.

Las expresiones 100 ﬁ y \11.56 3.4 se pueden representar

geométricamente mediante cuadrados con areas de 100 u?y 11.56 u? cuyos
lados miden 10 u y 3.4 u, respectivamente.

100 [10
100u? 10u 11.56u? 34
\|1 1.56[3.4
3.4 —
10u
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Para calcular la raiz de un niumero mediante el método babildnico se constru-
ye una sucesion de rectangulos cuyas areas correspondan a la medida a la
cual se le va a extraer la raiz cuadrada, siendo los lados mas parecidos cada
vez entre si. Por lo tanto, los rectangulos seran cada vez mas semejantes a un
cuadrado, y la medida de sus lados se aproximara mas a la raiz buscada.

Ejemplos:
a) Calcular la raiz cuadrada de 44.
Se elige un valor para la longitud de uno de los lados del primer rectangulo.

Este valor debe ser cercano a la raiz de 44 (en este caso 6). Como el area del
rectangulo es 44 y su base es 6, su altura sera:

ﬁ =73u 44u? 7.3u

6u
Para obtener un rectangulo de lados mas parecidos entre si se construye otro
cuya base sea el promedio de las medidas de la base y la altura del rectangu-
lo anterior.

El promedio de las medidas de la base y la altura del rectangulo anterior es:

6+7.3 _ 13.3

— = 6.65
2 2

Este valor (6.65) sera la base del nuevo rectangulo. Como el area del rectan-
gulo sigue siendo la misma, entonces la altura es

_4 _ 661U
6.65 4402 6.61u
6.65u
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Para la base del siguiente rectangulo, nuevamente se calcula el promedio de
la base y la altura del anterior.

6.65—;6.61 _ 6630

La base del nuevo rectangulo es 6.63 u.

El area sigue siendo la misma, por lo tanto la altura es:

442 6.636u

4 _ 6636uU
6.630

6.630u
Asi pues, la raiz cuadrada de 44 es 6.63 aproximadamente. Continuando de
una manera semejante, se pueden obtener aproximaciones cada vez mas
exactas.

b) Calcular la raiz cuadrada de 72.

1. Se construye un rectangulo de
area igual a 72 u? y uno de sus 72u?
lados con valor cercano ala raiz.
En este caso 8 u.

La base sera de 8 u.

9u

Su altura es 2 _ 9u 8u

8

2. La base del nuevo rectangulo
sera el promedio de la base y al-

tura del rectangulo anterior. 64
72112 Aau

8u+9u = 8.5u
2

Su altura es ﬁ =8.4u 8.5u

8.5
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3. La base del nuevo rectangulo se ob-
tiene con el promedio de 8.5y 8.4

2
Su altura es 2 _ 8.52 u
8.45 8.45u

4. De forma semejante se construye el
nuevo rectangulo.

8.45 + 8.52

Su altura es = 8.485u 7242 8.485u
2
Su altura es i = 8.485u
8.485
8.485u

Por tanto, la raiz cuadrada de 72 es aproximadamente 8.485. Si se desea
obtener mayor exactitud se sigue procediendo en forma semejante. Este re-
sultado puede verificarse utilizando la calculadora, la cual muestra que la raiz
cuadrada de 72 es 8.4852813.

En estos ejemplos, por tratarse de longitudes, los resultados fueron positivos;
pero no hay que olvidar que un numero tiene dos raices, una positiva y otra
negativa.

CALCULO DE LA RAIZ CUADRADA MEDIANTE EL
ALGORITMO TRADICIONAL

Corresponde a la sesién de GA 2.18 COMO LLEGAR A LA RAIZ

La raiz cuadrada es una operacion de multiples aplicaciones en situaciones
problematicas.

Por ejemplo: se quiere plantar 15 129 arboles a igual distancia, en un terreno
cuadrado. ¢Cuantos deben plantarse en cada lado?

La solucién a este problema se obtiene calculando la raiz cuadrada de 15 129;
esto es, 123 arboles por lado.
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Como se ha estudiado, el calculo de la raiz cuadrada se puede hacer por
diferentes métodos. El mas usual es el que a continuacion se muestra.

Hallar la raiz cuadrada de 15 876

a) Se indica la radicacion y se separan con comas las cifras del radicando por
parejas de derecha a izquierda (a cada pareja se le llama periodo). Puede
quedar una cifra a la izquierda.

\|1,58,76\

b) Se busca un numero que multiplicado por si mismo dé como resultado de
manera aproximada o exacta el primer periodo (1), se coloca en la parte
correspondiente a la raiz y el cuadrado de dicho numero se le resta al pri-
mer periodo.

\1,58,76 |1_

il

0

c) Se coloca el siguiente periodo a la altura de la diferencia obtenida (0), se
duplica la cifra de la raiz y se escribe debajo de la misma.

N15876|1
-1

05,8 2

d) Para hallar la segunda cifra de la raiz, se separa con una coma la primera
cifra de la derecha de 058 y lo que queda (05) se divide entre el duplo de la
raiz hallada, que en este caso es 2. El cociente se coloca a la derecha del 1
y debajo de si mismo, multiplicandose por 22 (nUmero formado por el do-
ble de la primera cifra de la raiz y la segunda cifra hallada), y en seguida se
resta el nUmero 44 al 058.

N\ 1,58,7 6|12
1
0 5.8 05+ 2=2

- 44

4

= |~ O,
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e) Se coloca el siguiente periodo (76) a la derecha de la diferencia obtenida
(14). Se duplica la raiz (12) y se escribe en un tercer renglon.

N 1,58,7 6|12
1
05

— 4

1

7,624

f) Para hallar la tercera cifra de la raiz se procede como en el inciso d). Se
divide 147 entre 24 y el cociente se coloca a la derecha de 12y de 24 en el
primero y tercer renglon, respectivamente.

Después el producto de 6 por 246 se resta a 1 476.

\ 1,5876 |126
-1
058 22 147+ 24 =6
44
1476 |246
-1476
0000

Por tanto, la raiz cuadrada de 15 876 es 126 y —126. Si el residuo es cero, el
cuadrado de la raiz debera ser igual al radicando.

126 raiz
X126

756
252
126
1587 6 radicando

- 12 6 raiz
x—-12 6

756
256
126
1587 6 radicando

Para comprobar el resultado de una raiz cuadrada, cuando el residuo es dife-
rente de cero, el radicando debera ser igual a la suma del cuadrado de la raiz

y el residuo.

Ejemplo: calcular la raiz cuadrada de 61 124 y comprobar su resultado.
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Utilizando el procedimiento antes explicado se tiene:

N 611,24|247
-4
2 44
-1

487

wowN =
-~ DO =
—oMN
o © A

residuo = 115

El resultado de esta radicacion (247 y —247) se comprueba en la siguiente
operacion:

247 -247
ﬂ raiz )(_—247 raiz
1729 1729

988 988
494 49 4
61099 61009
+ 115 residuo + 115 residuo
61124 radicando 61124 radicando

El calculo de la raiz cuadrada es de gran utilidad en ramas de la matematica
como la aritmética, la geometria y el algebra, entre otras.

RAIZ CUADRADA DE DECIMALES POR EL
ALGORITMO TRADICIONAL

Corresponde a la sesién de GA 2.19 ASTILLAS DE RAIzZ

Como se vio anteriormente, cuando se obtiene la raiz cuadrada de un niUme-
ro, ésta quiza no sea exacta, como en el siguiente caso:

1,55 |12
0 55
11 |22

Si esto sucede, es posible continuar extrayendo raiz y aproximar a tantas ci-
fras decimales como se desee con soélo agregar, en el radicando, un punto y
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tantas parejas de ceros (periodos) como cifras decimales se quieran. Obsér-
vese la raiz anterior aproximada so6lo a décimos.

{755 1
055

1100

124

N
~

N}
N

N
N
N

En este caso, nada mas se aumentaron dos ceros junto al residuo, se coloco
un punto en la raiz y se continué con el mismo procedimiento que se realiza
cuando son enteros.

Ahora, analicese el siguiente ejemplo que se aproximara hasta centésimos.

\ 32,56. 0000 | 57.06
7 56 10 7

0 07 0000 | 11 40

01564 | 11 406

Aqui se aumento una pareja de ceros en el radicando y se puso el punto en la
raiz. Se continu6 con el procedimiento normal como si no hubiera punto, y
después se agrego otra pareja de ceros en el radicando (pues la aproxima-
cion seria hasta centésimos). Y por ultimo se repitid el procedimiento anterior.

La comprobacién se realiza de la misma forma que cuando no hay aproxima-
cion decimal. Obsérvese que se multiplica la raiz por si misma, sumandose al
producto el residuo, el cual se coloca en el lugar que le corresponde.

12.4 57.06
X 12.4 X 57.06
496 34236
248 39942

124 28530
153.76 3255.8436
124 1564
155.00 3256.0000
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También a los niumeros decimales se les puede extraer raiz cuadrada, siendo
el procedimiento semejante al empleado con numeros naturales; aunque la
separacion en periodos de dos cifras se efectia hacia la izquierda dei punto
decimal (cuando son enteros) y, hacia la derecha dei punto para los decima-
les. Si el Ultimo periodo decimal tiene una sola cifra, se completa con un cero.

Ejemplo:
Se desea extraer raiz cuadrada a 8.7694. La separacion por periodos queda:

\I 8.76,94

Se resuelve la raiz como si se tratara de enteros:

\8.7694 | 296

476 49
3594 | 586
07 8

Para colocar el punto decimal en el resultado, se separan tantas cifras deci-
males como periodos haya en la parte decimal del radicando. Asi, en 8.7694
se formaron dos periodos en la parte decimal, por tanto, habra dos decimales
en la raiz.

Por otra parte, la comprobacién de la raiz para los nUmeros decimales es
igual que para los naturales. Véase.

2.96
X 2.96

1776
2664
592

8.7616
78

8.7694
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Pero recuérdese que toda raiz tiene dos resultados: uno positivo y uno nega-
tivo. Asi que también debe comprobarse con la raiz negativa.

(-2.96) (2.96) = 8.7616
+ 78

8.7694

Como puede observarse, el residuo correspondia a los diezmilésimos. Por
tanto, al sumarse en el producto, se coloco en el lugar sefalado.

La raiz cuadrada, al igual que las demas operaciones, se usa para resolver
problemas. Véase la solucion de éste:

(Cual es la medida del radio de un circulo cuya area es de 19.635 cm??

Como el &rea de un circulo se obtiene multiplicando nr2, se despeja la incog-

nita quedando:
\| A

'\ED

A=nrP—r=

Se sustituye:

19.635
3.14

r =

Se hacen operaciones:

r =\| 6.25 r=25cm -«—— valor solicitado

CONCEPTO DE ERROR EN LA MEDICION

Corresponde a la sesién de GA 2.21 ,;ERROR O EQUIVOCACION?

En toda medicién hay errores. Pero es conveniente aclarar que no es lo mis-
mo “error” que “equivocacion”, pues ésta indica descuido por parte de quien
realiza la medicion, ya sea al anotar la lectura o al hacer el calculo aritmético.
En cambio, el “error” puede originarse por tres causas:
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1. La imperfeccion de los aparatos con que se realizan las mediciones, debi-
da a los defectos en su fabricacion.

Ejemplo:

Si se realiza una medicién de longitud con una cinta que no tiene sus gradua-
ciones equidistantes, o simplemente si la medida del instrumento empleado
no corresponde a la que se le supone, por ser de fabricacion defectuosa.

2. El medio en el cual se realiza la medicién.
Ejemplo:

Si se mide una longitud determinada con una regla metalica expuesta a alta
temperatura, la medida de la regla se alterara, pues los metales se dilatan con
el calor. Asi, la medicién tendra un error.

3. La imperfeccion en los sentidos de quien realiza la medicion.
Ejemplo:

Si se mide una longitud con un instrumento que es menor, seria necesario
colocarlo varias veces hasta cubrir dicha longitud. En este proceso es posible
que se coloque mal el instrumento en una de esas ocasiones y asi se introdu-
ce un error en la medicion.

O bien, cuando el observador se encuentra en determinada posicion con res-
pecto al instrumento y al objeto que se mide al hacer su apreciacion de la
medida de esa dimensién. No obstante, si la medicion se realiza por varias
personas, se puede comprobar que existe una variacion —aunque minima—
en los datos.

Por otra parte, siempre que se realiza una medicién se hace una estima-
cion. Por ejemplo, se mide la longitud de un lapiz con una regla graduada
hasta centimetros.

F: . 2 3 4 5 & 7 8 98 o 0 iz 13 14 15 164
L. i | | | | | ] | i 1 | ] b 4
9D): ] -
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Si, por ejemplo, el observador nota que la punta queda entre dos lineas que
senalan centimetros y realiza una divisién en diez partes iguales de ese centi-
metro, decidiendo a qué punto corresponde el extremo del lapiz, entonces el
observador esta haciendo una estimacion de las décimas de centimetro.

Asi, si se pidiera a dos personas que realizaran la medicidn con una aproxima-
cion de décimas de centimetro, es muy probable que dieran estas respuestas:

15.2cm
15.3cm

Como puede verse, no hay duda en los centimetros; pero al tratar de ser mas
precisos, lo que se hace es una estimacion, pues las décimas de centimetro
no estan senaladas en esta regla.

De igual forma que en el ejemplo anterior, al medir una dimension cualquiera
se realiza una estimacién que dependera del grado de precision que se re-
quiera y del instrumento utilizado para medir.

Sin embargo, existe un maximo error posible en la medicidn y éste consiste
en la mitad de la unidad mas pequena perteneciente a la medida empleada.

Asi, en la medida del lapiz, el maximo error seria medio centimetro mas o
medio centimetro menos, lo que se representa como (15+ 0.5) cm. A esto se
le conoce como acotacion del error.

Por otra parte, si se quiere definir matematicamente al “error”, se puede decir
que es la diferencia entre el valor (x) que se considera aproximado y el valor
real (X), que queda expresado simbdlicamente asi:

e =x-X donde e sera llamado “error absoluto”.

Obsérvese el siguiente ejemplo:

En un recipiente hay frijoles secos, que no se pueden contar. Sin embargo,
debe calcularse cuantos hay en el recipiente.

La forma de calcular esa cantidad puede ser muy variada, pero si después de
calcularla es posible contar los frijoles, entonces quiza se incurra en lo que
se llama “error absoluto”. Es decir:

222



|

Si se considera que el calculo fue de 3 000 frijoles y al contarlos se vio que so6lo
habia 2 650, se determina el error absoluto basandose en la formula dada.

e, = 3000 - 2650

e, = 350

FUENTES DE ERROR EN UN CALCULO

Corresponde a la sesién de GA 2.22 ; QUIEN TUVO LA CULPA?

Como se recordara, existen diferencias entre “error y “equivocacion” al medir
las dimensiones de cualquier cosa; ademas, esta diferencia se conserva cuan-
do hay variacién en un calculo. Es decir, si la persona que hace el calculo se
distrae y cambia las cifras, el orden o el punto decimal del lugar que le corres-
ponda, estd cometiendo una equivocacion.

En cambio, el error en un calculo puede introducirse, fundamentalmente, por
tres medios o fuentes. A saber:

Error en los datos (llamado también error de entrada).

Este se produce al acotar las medidas de un objeto cualquiera, debido a los
yerros que se cometen en la medicion. Por ejemplo, cuando se miden los lados
de un rectangulo para calcular su area, se puede cometer un error si el instru-
mento de medida tiene algun defecto; si se da alguna circunstancia en el
medio que cambie las dimensiones del instrumento o del objeto a medir.

Error por trabajar con datos redondeados o aproximados

Se presenta cuando se trabaja con nimeros redondeados o truncados para
simplificar los calculos. Por ejemplo, cuando se quiere calcular el perimetro de
un circulo y para ello es necesario usar el valor de n; sin embargo, no es posible
tomar todas las cifras irracionales, por lo que se acostumbra usar sélo el valor
de 3.14. Lo anterior introduce un error, pues se esta usando un valor truncado.

Error de procedimiento

Este puede darse cuando el observador que realiza la medicién no esta en la
posicién adecuada; o bien, cuando no conoce el manejo adecuado del instru-
mento con el cual efectda la medicion.
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Error de salida

Se da cuando el resultado consta de tantas cifras que no se pueden anotar
todas por falta de espacio; asi que se redondea el resultado, o bien se deja
trunco. También es comun que suceda cuando se trabaja con la calculadora,
pues en ocasiones la pantalla no proporciona todas las cifras.

Como puede observarse, la asi llamada “ciencia exacta” no lo es tanto cuan-
do maneja aproximaciones; lo cual suele suceder.
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Capitulo 3

ALGEBRA

El papiro Rhind, del antiguo Egipto, tiene vestigios del empleo del algebra
desde tiempos remotos en la resolucidén de sencillas ecuaciones. Sin embar-
go, es una ciencia relativamente nueva pues es hasta el siglo Xvi cuando se
establece el uso de signos y simbolos que se utilizan actualmente y alcanzan
gran desarrollo.

En la actualidad es imposible separarla de otras ramas de las matematicas y
su uso se hace indispensable en la resolucion de problemas en que esta rama
de las matematicas resulta una herramienta importante.
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PLANO CARTESIANO

Corresponde a la sesién de GA 3.25 jUBICALOS!

Un navegante o cualquier persona que utiliza instrumentos que sirvan para
orientarse o para llegar a un lugar determinado, utiliza herramientas que son
muy comunes: la brujula y la rosa de los vientos.

En el estudio del dlgebra existe la necesidad de localizar puntos en el plano.

Para poder describir la posicion de un punto en el plano se necesitan dos
rectas numéricas. Con éstas se construye un sistema de ejes coordenados,
los cuales determinan un plano que se le conoce técnicamente como plano
cartesiano. El trazo de las dos rectas se ejecuta perpendicularmente; la recta
que se encuentra en posicion horizontal se le identifica como el eje de las
abscisas o de las x y la recta que tiene la posicidn vertical se conoce como
el eje de las ordenadas o de las y.

Y (Eje delas ordenadas)

= N W e O
T

— X (Eje de las abscisas)

—_
o F
w F
~
6)}

Y/

Plano cartesiano

Las rectas perpendiculares x, y, son conocidas como ejes coordenados, y el
punto donde éstas se cortan recibe el nombre de origen, cuyas coordenadas
son (0,0).
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Origen (0, 0) L

YI
Ejes coordenadas X, X, Y, Y’

Si uno se situa en el origen, observa que hacia la derecha estan los valores
positivos. Asimismo, se percata de que del origen hacia la izquierda se tienen
valores negativos.

Izquierda i Derecha
-«— >

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 E' 1 .
5-4-3-2-10] 1 2 3 4 5 X  (Eje de las abscisas)

Origen

%
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Ahora, ubicandose de nueva cuenta en el origen se tiene que hacia arriba
estan valores positivos y hacia abajo los valores negativos.

Y (Eje de las ordenadas)

5F
47 ]
=
3r g
<
2+
1F
X 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 X
-1r
2
Origen -3r '%
Q
-4 <
-5+
YI

De esto se deduce que:

1
2
3
4

En el primer cuadrante la abscisa y la ordenada son positivas.

En el segundo cuadrante la abscisa es negativa y la ordenada positiva.
En el tercer cuadrante tanto la abscisa como la ordenada son negativas.
En el cuarto cuadrante la abscisa es positiva y la ordenada negativa.

~— N S

Como puede observarse, el plano cartesiano esta dividido en cuatro partes, las
cuales son conocidas como cuadrantes. Dichos cuadrantes se simbolizan con
ndmeros romanos; por lo que respecta al orden de los cuadrantes, éste se
establece en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj, comen-
zando por el cuadrante superior derecho y terminando con el cuadrante inferior
derecho.

228



CUADRANTE
I

L CUADRANTE
I

CUADRANTE
111

+ CUADRANTE
v

Una vez que se ha determinado el plano cartesiano se esta en posibilidad de
representar pares ordenados de nimeros en dicho plano.

Si se tiene la pareja ordenada (a, b), hay que considerar que a es la primera
componente y se localiza en el eje de las abscisas, por lo tanto se le llama la
abscisa del punto. En tanto que b es la segunda componente y se localiza
en el eje de las ordenadas; asi pues, se le llama ordenada del punto. Al par
ordenado también se le conoce como las coordenadas de un punto.

Una vez hechas estas consideraciones es importante sefnalar que los valores
en cada cuadrante del plano cartesiano se representan asi:

CUADRANTE II
Abscisa -
Ordenada  +

Y

L CUADRANTE I
Abscisa +
- Ordenada  +

CUADRANTE III
Abscisa -
Ordenada -

|

CUADRANTE IV
L Abscisa +
Ordenada -

229



|

Con estos elementos se pueden localizar puntos en el plano. Graficar un par
ordenado de numeros significa localizar un punto en el plano cartesiano.

(Cdmo se logra esto?

Supdngase que se necesita localizar el punto M cuyas coordenadas son (3, 2).

Se procede de la siguiente manera:

1. Se localiza en el eje de las abscisas la “primera componente” (en este
caso es 3) de la pareja ordenada. A partir de ese punto se traza una recta
punteada paralela al eje de las ordenadas.

2. Se localiza en el eje de las abscisas la “segunda componente” (en este
caso es 2) de la pareja ordenada. Se traza también una recta (punteada)

paralela al eje de las abscisas.

3) En el cruce de las rectas punteadas se localiza el punto M, el cual represen-
ta a la pareja.
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Ejemplos:

Localiza en un plano cartesiano los siguientes pares ordenados: A (1, 5),
B(-2,5),C(-3,-3),D(1,-5), E (4,0), F (0, 2), G (-5,0), H (0,-1), 1 (0, 0).

y
B A
o---r-¢
! I
! o
! I
! o
|
Fe !
! I
! Lo
G ! . E
X’ 1 * 1 i 1 1 I 1 1 ¢ 1 1 X
| |
I He
| B |
| |
_____ L |
C‘ |
- |
|
F— D

Al adquirir la habilidad en el uso del plano cartesiano, podras desarrollar la
capacidad de representar e interpretar graficamente expresiones algebraicas;
asimismo, se te facilitara el aprendizaje de otros temas de nivel superior.

FUNCIONES

Corresponde a la sesion de GA 3.26 UNO DEPENDE DE OTRO

Existen cosas que cambian en funcidn de otra. Por ejemplo, la hora del dia
varia en funcién de la posicién del Sol con respecto al cenit. Si se desea hacer
un viaje, el costo del pasaje variara en funcién de la distancia del lugar que se
desea visitar.
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El término de funcion es muy importante en matematicas y sin él muchos de
sus conceptos no habrian evolucionado hasta ser lo que son ahora.

Considérese el siguiente ejemplo:

Se desea conocer el perimetro de algunos circulos conociendo la medida de
sus diametros. Se toman = 3.1416

Circulo 1 = 10 cm de diametro, por tanto P = 31.416 cm
Circulo 2 = 15 cm de diametro, portantoP = 47.12 cm
Circulo 3 = 18 cm de diametro, por tanto P = 56.54 cm
Circulo 4 = 25 cm de diametro, portantoP =  78.54 cm

Circulo 5 = 32 cm de diametro, portanto P = 100.53 cm

Dando valores a la medida del diametro es posible encontrar el perimetro del
circulo, aplicando la regla que existe entre esos dos valores, ésta es:

P=mn-ed

En esa expresion se localizan la constante = y las variables P, d.

Un simbolo o literal que representa un valor especifico recibe
el nombre de constante.

Una literal o simbolo que puede adquirir diferentes valores
recibe el nombre de variable.

Asi, en la expresion anterior, la n sélo puede tomar un valor, por tanto es cons-
tante.

En cambio, la medida de los diametros varia independientemente en cada
circulo y sus perimetros dependen de la medida que adquiera el diametro.
Por tanto d y P son variables.

En este caso, por variar independientemente de otras medidas, a la medida
del diametro se le conoce como variable independiente.
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Como la medida del perimetro depende del valor del diametro se le conoce
como variable dependiente.

Asignesele a la medida del diametro la letra x y a la del perimetro la letra y.

Se puede observar que siempre que cambia el valor de x cambia el valor de y.
Esto es:

Si el diametro es 10 cm, el perimetro es 31.416cm.
Si el diametro es 15 cm, el perimetro es 47.12 cm.
Si el diametro es 18 cm, el perimetro es 56.54 cm.

En el ejemplo anterior, la regla de funcionalidad es P = = d y sustituyendo en
ella x, y quedaria como:

y =7 X

Asi, de acuerdo con los valores que adquiere x (variable independiente) varia-
ra el valor de y (variable dependiente), y se formaran con cada pareja corres-
pondiente (x, y) los pares ordenados o coordenadas de la grafica.

Los datos de x y y se pueden agrupar en una tabla, que puede ser horizontal
o vertical, anotando en el primer rengldn los valores de x, y en segundo los
dey.

X 10 15 18 25 32
y=(x) 31416 | 47.12 56.54 | 78.54 |100.53
X y coordenadas
10 31416 | (10, 31.416)

15 47.12 (15, 47.12)

18 56.54 (18, 56.54)

25 78.54 (25, 78.54)

32 100.53 | (32, 100.53)
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Estos datos pueden representarse en forma grafica localizando en el plano
cartesiano los pares ordenados y uniendo dichos puntos.

130 +
120 +
110 +
100
90 T
80 T
70 T
60 T
50 T
40 T
30 T
2001
10 T

Y= ]l'X

—t—t—+— X
10 20 30 40 50

Esta es la representacion grafica de la funcién: y = nx.
Véase otro ejemplo con la siguiente funcion:
y=-2x+3

Para realizar la tabulacion se dan valores arbitrarios a x, pues es la variable
independiente de los cuales se obtendran los valores de y, la variable depen-

diente.
y=-2x+3
X y y=-2(1)+3
1 1 y=-22)+3
2 | -1 y=-2@) +3
3 3 y=-2(4)+3
y=-2()+3
4 -5
5 -7
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De esa forma se obtienen las parejas ordenadas con las cuales se establecen
las coordenadas de la grafica correspondiente.

Si se localizan en la gréfica las coordenadas x, y no consideradas en la
tabulacion, y se sustituyen en la regla de funcionalidad, se puede comprobar
que se cumplen.

Tdmense las coordenadas (4.5, —6) para comprobar con ellas la regla:

y = -2x+ 3
-6 = -2(4.5) +3
-6 = 9+3
-6 = -6

Esta regla se cumple para cualquier punto de la grafica correspondiente, la
cual es unica, independientemente de los valores asignados a x.

Una funcidn puede ser de primero, segundo, tercero u otro grado, de acuerdo
con el mayor exponente que tenga x en la ecuacioén, y la representacion gra-
fica de cada una de ellas tendra caracteristicas particulares.

LAS FUNCIONES Y SUS APLICACIONES
Corresponde a la sesion de GA 3.27 LA FUNCION DEBE CONTINUAR
El concepto de funcidén se encuentra implicito en diversas actividades, y su

empleo es innegable en ciencias como la fisica, la geometria, la medicina, etc.
Obsérvense algunos ejemplos.
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Se sabe que la velocidad de la luz es de 300 000 k?m con lo cual se puede
establecer la distancia que recorre en cuatro, cinco, seis, siete, segundos,

etcétera.

Si en un segundo recorre 300 000 km
en tres segundos recorre 900 000 km
en cinco segundos recorre 1 500 000 km
en siete segundos recorre 2 100 000 km
en nueve segundos recorre 2 700 000 km

Se puede apreciar que la distancia que recorre la luz depende del tiempo
transcurrido; por tanto el tiempo es la variable independiente (x), la distancia
es la variable dependiente (y), y la regla de funcionalidad:

distancia = (velocidad de la luz) (tiempo)
y = 300 000 x

Aplicandola, se obtiene la siguiente tabulacién, con la que se puede realizar la
grafica.

Distancia

y =300 000 x
2700000 +
X y
2400000 +
1 300 000 2100 000 +
3 900 000 1800000 1
1500000 1
5 1 500 000 1200000 +
7 12100000 900000 71
600 000 T
9 2 700 000 300 000 T Tiempo
1 2 3 4 5 6 7 8 9

La grafica muestra como a mayor tiempo transcurrido, mayor distancia reco-

rrida por la luz.

Si se toman coordenadas de la grafica no consideradas en la tabulacién pue-
de comprobarse la regla de funcionalidad.
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Tomense las coordenadas (4, 1 200 000)

1200 000 =
1200 000 =

300 000 X
300 000 (4)
1200 000

En geometria se sabe que al duplicar las longitudes de un dibujo en una escala
de ampliacion, su area se cuadruplica. De modo que si un cuadrado tiene de
lado una unidad, su area es de 1 u?; si tiene 2 u de lado, su area sera de 4 u?;
si tiene 4 u de lado su area sera de 16 u?, etcétera.

Se observa que el area del cuadrado depende de la longitud de su lado, por
tanto, el area es la variable dependiente y la longitud del lado la variable inde-

pendiente.

Y graficando esos valores se tiene:

y=x?

x |y
1|1

2 | 4

4 | 16
8 | 64
16 | 256

Area
250 |-
200 1
150 +
100 T
50 -
40 +
30 + . :
0T - : Longitud de lado |
10 T ; ' !
------ | 1 ! 1 1 1 If 1 1 1 1 1 1 1 |
I T T T T T T T T T T T T T T T
12345 10 15
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Se observa que las graficas de las funciones anteriores presentan caracteris-
ticas particulares; la primera es una recta, por lo que dicha funcion es llamada
lineal y su regla de funcionalidad es de primer grado y la de la segunda es
cuadratica con la que se obtiene una curva.

Otro problema en donde se utilizan las funciones es el siguiente:

En los ultimos cinco anos se reportd la poblacion de un lugar con las siguien-
tes cifras:

1989 ——— 340 000
1990 ——— 360 000
1991 ——— 380 000
1992 ——— 410000
1993 ——— 450 000

En este caso, los anos representan la variable independiente, y la poblacion la
dependiente.

Cuya grafica sera la siguiente:

450 000 +

X y L

1989 | 340,000 410000 -

1990 | 360,000

1991 | 380,000 380 000 |-
1992 | 410,000 360000 |-
1993 | 450,000 340000 |

/=

1989 1990 1991 1992 1993

Estas son sélo algunas aplicaciones de las funciones vy, si se analiza, se en-
cuentran en muchas otras actividades humanas.
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GRAFICA DE FUNCIONES DE LAS FORMAS
y=mx+b,y=mx-b
Corresponde a la sesion de GA 3.28 CON DOS SE PUEDE

A las funciones de la forma y=mx+b, y = mx — b se les llama funciones linea-
les, esto es, sus graficas son lineas rectas.

En este tipo de funciones y representa la variable dependiente, x la variable
independiente y m y b son constantes, es decir, su valor no varia aunque
cambien los valores de las variables en una funcién.

Analicense algunos casos para la funciény = mx + b:

Se tabula para encontrar los valores de x y y.

y=x+1 i
X y puntos :
-3 -2 (-3,-2) I
4 5 (4,5)

Notese que la recta intersecta al eje de las ordenadas en el punto 1 —que es el
valor de la constante b en la funcion dada— y que el angulo que forma con
el eje de las abscisas es menor de 90°.

Seay=2x+0
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Al tabular se obtiene:

X y puntos

-1 -2 (-1,-2)

3 6 (3,6)

X

N W &= O o 3

Obsérvese que, en este caso, la recta pasa por el origen y forma un angulo

-7 -6 -5-4-3-2-1

menor que 90° con el eje de las abscisas.

Ahora se revisara la grafica paray = mx-b; por ejemploy = x-0,0sea, y = X,

estoes,cuandom=1yb = o.

Tabulacion
X y puntos
-3 -3 (-3,-3)
1 1 (1,1)

1234567
1-2
1-3
1-4
1-5
l-6
o7

Y

Y

— N W = g N

7 -6 -5 -4 -3 -2 -1
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Véase que la recta obtenida forma un angulo de 45° con el eje de las abscisas
y que pasa por el origen. También se puede decir que corta al eje de las
ordenadas en el punto cuyo valor corresponde a b en la funcién.

La distancia del origen al punto donde la recta corta al eje de las ordenadas se
conoce como ordenada al origen.

En sintesis, se puede decir que: en las funciones y = mx+b,y = mx-b sib es
igual a cero, la recta obtenida pasa por el origen y si b tiene otro valor, la recta
corta al eje de las ordenadas en el punto determinado por b.

GRAFICA DE FUNCIONES DE LAS FORMAS
y=-mx+b,y=-mx-b
Corresponde a la sesion de GA 3.29 ALGO CAMBIA

Como ya se vio, una funcion de las formas y = mx + b, y = mx - b dan origen
a una recta, por lo que se conocen como funciones lineales.

En seguida, se veran las graficas correspondientes a otras funciones lineales
delaformay = -mx + b,y = -mx-Db.

a) Graficar la funciény = -2x + 1

Se tabula para obtener los puntos,
y=-2(-1)+1 y==2(1)+1
y=3 y=-1 ]
X X
X y puntos
-1 3 (-1,-3)
1 -1 (1,-1) v
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Obsérvese que la recta forma un angulo mayor de 90° con el eje de las abscisas.
Ademas, corta al eje de las ordenadas en el punto 1, que es el mismo valor de
b en la funcién.

b) Graficar la funciony = -1 x + 3

Se tabula para obtener los puntos

y=-1(0)+3 y=-1(2)+3
y: 0+3 y=—2+3
y=3 y=1

X’ : : : : :
X y puntos ' ' ' ' \

0 3 (0,3)

2 1 (2,1)

v
Ahora se analizara la grafica correspondiente a la funcidn de laformay = -mx -b

a) Graficar la funciony = x4 dondem =-1yb = -4

Se tabula encontrando las coordenadas de dos de sus puntos.
Y

17
y=—x-4 y=-x -4 16
15
y=-(-1)-4 y=~(1)-4 [
y: 1—4 y:—1—4 13
y=- y=-> 12
11
X’ — N+ I e e X
-7 -6 -5 -4 l41 2345 67
1-2
+-3
y=-x-4 -i
X y puntos 1=6
-7
-1 -3 (-1,-3)
N
1 -5 (1,-5)
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b) Graficar la funciony = -2x -3dondem =-2yb =-3

Se tabula buscando las coordenadas de dos puntos.

y=-2x-3 y=-2x-3
X y puntos y=-2(2)3 y=-2(2)-3
2 | 7 (2,7) y=-7 y=-2(2-3
y=4-3
2 1 (-2,1) y=1

Con esos dos puntos es posible realizar la grafica.
Y

Observando las graficas se puede ver que las rectas cruzan el eje de las orde-
nadas en el punto senalado por b, esto es, en el eje vertical donde las ordena-
das son negativas y que el angulo formado por las rectas con el eje de las
abscisas es mayor de 90° y menor de 180°.

FAMILIA DE RECTAS DELAFORMAy=mx + b
Corresponde a la sesion de GA 3.30 jVAYA FAMILIAS!
En las sesiones anteriores se vio la construccidon de graficas de ecuaciones

de la formay = mx + b (ecuaciones lineales o de primer grado). Recordaras
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que toda ecuacion lineal o de primer grado con dos variables tiene por grafica
una linea recta.

En esta ocasion se veran dos casos particulares del comportamiento de una
familia de graficas de laformay = mx + b; cuando las graficas que se obtienen
son lineas paralelas entre si 0 cuando corresponden a lineas que se cortan.

Véase el siguiente ejemplo que corresponde a una familia de rectas (forma
y = mx + b) y=2x - 1
1. { y=2x +2
y=2x +4

Para construir su grafica es necesario dar valores a x y encontrar los valores
correspondientes a y, como sigue:

y=2x+2
y=2x-1 y=2x+4
X y . y S y
-4 -6
—4 -9 —4 —4
-2 -2
-2 -5 -2 0
0 +2
0 -1 0 4
2 6
2 3 2 8
Y
9
8
7
6
5
4
3
2
1
X’ + X
4
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Se observa que las graficas de esta familia de rectas son paralelas entre si, ¢y,
en qué coinciden las tres? Si te fijas en la variable independiente x, aparece en
las tres ecuaciones el mismo valor del coeficiente (m = 2). Esto significa que
cuando se tiene una familia de rectas correspondientes a las funciones de la
formay = mx + by el coeficiente de la variable independiente tiene el mismo
valor, las lineas que representan estas funciones seran paralelas entre si.

Ahora considérese el siguiente ejemplo:
y=2x -3
2. { y=4x -3
y=6x -3

Primero se asigna un valor a x, para encontrar los correspondientes de -y, y
asi poder construir sus graficas.

y=2x-3 y=d-3 y=6x-3
x |y 7 x |y
3] 9 1 1| -9
0| -3 S 0 | -3
2 1 ! ! 1 3
6 9 X ? 2 9

= N W o Ul N ® 0




Ahora se observa un comportamiento diferente en estas gréficas, ya que se
cortan o intersectan en un punto determinado. ¢Qué las hace tener ese punto
en comun?; efectivamente, el término b tiene un valor constante en las tres
ecuaciones (b = -3). Esto quiere decir que cuando en la familia de rectas de
laformay = mx + b se tiene un mismo valor para b, las rectas que se obtienen
se cortan en ese punto.

De acuerdo con los ejemplos anteriores se puede concluir que el comporta-
miento de una familia de graficas que corresponda a la formay = mx + b, se
resume de la forma siguiente:

1 . Cuando la variable independiente x tenga un coeficiente constante (m), las
rectas que se obtienen en la grafica seran siempre paralelas entre si.

2. Cuando el término independiente b tenga un valor constante, las rectas que
se obtendran en la gréfica se cortaran en un punto.

ANALISIS DE LAS GRAFICAS DE FUNCIONES
LINEALES

Corresponde a la sesién de GA 3.31 UNA FUNCION EN CUATRO ACTOS

El andlisis de las graficas de las funciones lineales consiste en ver las caracte-
risticas comunes que éstas presentan. A continuacion se veran algunas de
ellas.

1. Funciones de laformay=mx+ byy=mx-b

s

1 v I / v
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Obsérvese que la regidon sombreada representa el espacio que ocuparian las
graficas de cada una de las dos funciones, respectivamente. Cuando “m” es
positiva se tienen las siguientes caracteristicas:

a) Cuando la ordenada al origen b toma el valor de cero, y m el valor de
uno, la recta que resulta de graficar la funcion forma un angulo de 45°
con respecto al eje de las abscisas.

b) Los angulos que forman las rectas que resultan de graficar cualquiera de
las dos funciones y = mx + b, y = mx — b estan comprendidos entre
0° y 90° con respecto al eje de las abscisas.

c) En la funcion y= mx + b, la ordenada al origen b es positiva, lo cual
indica que las rectas intersecan al eje vertical en donde las ordenadas
son positivas.

d) En la funcién y= mx — b, la ordenada al origen b es negativa, aqui las
rectas intersecan al eje vertical donde las ordenadas son negativas.

e) Cuando la ordenada al origen b es positiva, las graficas de las funciones
no aparecen en el IV cuadrante; mientras que cuando es negativa, las
graficas de las funciones no aparecen en el Il cuadrante.

2. Funciones de laformay=-mx+ byy=-mx-b

I \ I it I

135°

11 A% I v

Las caracteristicas que presentan las funciones y=—-mx + by y=mx - b,
cuando m es negativa son las siguientes:
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a) Cuando la ordenada al origen b toma el valor de cero, y m tiene un valor
de -1, la recta que resulta de la grafica forma un angulo de 135° con
respecto al eje de las abscisas.

b) Los angulos que forman las rectas que resultan de graficar cualquiera de
las dos funciones y = mx + b, y = — mx — b estan comprendidos entre
90°y 180° con respecto al eje de las abscisas.

c) Enlafuncién y= — mx—b la ordenada al origen b es negativa, esto indica
que las rectas intersecan al eje vertical en donde las ordenadas son ne-
gativas.

d) Cuando la ordenada al origen b es positiva, las graficas de las funciones
no aparecen en el lll cuadrante, mientras que cuando es negativa, las
graficas de las funciones no aparecen en el | cuadrante.

Con base en lo anterior se concluye que:

Si en una funcioén de la forma y = mx + b, m es positiva y b
positiva o negativa, la grafica de la funcién formara angulos me-
nores o iguales que 90° con respecto al eje de las abscisas.

Si en una funcién de la formay = mx + b, m es negativay b
positiva o negativa, la gréafica de la funcién formara angulos com-
prendidos entre 90°y 180° con respecto al eje de las abscisas.

El valor que tenga b indicara el punto del eje de las ordenadas en
donde la recta lo intersecara.

GRAFICA DE FUNCIONES DE 20. GRADO DE LA
FORMAyY = x> + a

Corresponde a la sesién de GA 3.32 CURVAS SOBRE LAY

Si los lados de un rectangulo estan expresados en forma algebraica, su area
se obtiene utilizando la multiplicacion de monomios o polinomios.

Por ejemplo:
) P X+2

X+5
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Para obtener su area se multiplica la base por la altura.

A=(xX+5 (x+2)
A= x2+7x+ 10

La férmula anterior representa una funcién y la regla que la define
y=x*+7x+ 10

Una funcién cuya variable independiente es de segundo grado se llama fun-

cion cuadratica y generalmente se escribe en laformay = ax? + bx + ¢, con

a = 0, en donde a, b y ¢ son constantes.

Obseérvese que la Unica restriccion sobre las constantes a, by ¢ es que a = 0.
Por tanto, b y ¢ pueden ser cero.

Si la constante b es igual a cero, el término de primer grado (bx) se elimina,
quedando:

y=ax2+¢c¢

Sia = 1y la constante ¢ se representa con la letra a se tiene:

y=x*+a
| | 1 !
variable variable constante
dependiente independiente

Para determinar una funcién de la forma y= x?+ a es necesario determinar el
valor de a, supongase que en este caso tiene el siguiente valor:

Sia=3 setienelafunciony = x>+ 3
Para graficarla se realiza en la siguiente pagina la tabulacién de la funcién,

asignando arbitrariamente valores a su variable x y obteniendo los correspon-
dientes deyy.
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y=x*+3

X y Parejas
Six=-2, y=(-2>)+3=4+3 =7 21 7 (-2,7)
Six=-1, y=(1*)+3=1+3 =4 -1 4 (-1,4)
Six=0, y= (0°)+3=0+3 =3 0 3 (0,3)
Six=1, y= (1?)+3=1+3=4 1| 4 (1,4)
Six= 2, y= (22)+3=4+3=7 2 7 (2,7)

Posteriormente se representan en el plano cartesiano los pares ordenados
(X, y), que permitiran, al trazar una curva continua que pase por ellos, obtener
la grafica de la funcion.

Gréfica de la
funcién, y=x* + 3

9 8 -7 6543 -2-1 ] 1 2 3 45 6 7 8 9

La curva que representa esta funcién recibe el nombre de parabola, es simé-
trica respecto a un eje, que en este caso coincide con el eje OY. La intersec-
cion del eje de la parabola con la curva se llama vértice (V).

Otro ejemplo de grafica de la formay = x2 + a es cuando a = 1 se tiene:

y=x2+1
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Para determinar los pares (X, y) se realiza la siguiente tabulacion.

Six=3,
Six=2,
Six= 0,
Six=-2,

Six=-3,

y=(3*)+1=9+1 =10
y=(2*)+1=4+1 =5
y=(0?)+1=0+1 =1
y=(2*)+1=4+1=5

y=(3)+1=9+1 =10

y=x*+1

X y Parejas
3 10 (3,10)
2 5 (2,5)
0 1 (0,1)
21 5 (-2,5)
-3 | 10 (-3,10)

Se obtiene la grafica localizando en el plano cartesiano los pares ordenados
(x, y) y trazando una curva continua que pase por ellos.

(3,10)

Gréfica de la
funcién, y=x* + 1

9 8 -7 6 -5 4 -3 -2 -1

El vertice de la parabola (V) es el punto cuyas coordenadas son (0, 1). Al
comparar ésta y la anterior grafica se puede afirmar que en una funcién de la
formay = x2 + a el valor de a determina el vértice de la parabola sobre el eje
de las ordenadas.
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GRAFICA DE FUNCIONES DE LA FORMA y = (x - a)2

Corresponde a la sesién de GA 3.33 CURVAS SOBRE LA X

Para calcular el area de un cuadrado, basta con elevar al cuadrado la medida
de uno de sus lados.

Por ejemplo:

(x-5)? X-5

X-5

Si uno de sus lados es x — 5 entonces A = (x— 5) (x — 5) o también:
A= (x-5)
La férmula representa una funcién, cuya regla esy = (x — 5)?

La funciony = (x—5)2es de laformay = (x — a)?

y = (x—a)

1 L constante
variable variable
dependiente independiente

Dado que (x — a)? es un binomio con exponente dos, las funciones con esa
forma se llaman de segundo grado o funciones cuadraticas.

Para graficarla primero se realiza la tabulacién de la funcion, asignando
arbitrariamente valores a su variable x y obteniendo los correspondientes
valores dey.
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y = (x=5)

X y Parejas
Six= 3, y=(3-57=(-22=4 3 | 4 (3,4)
Six=4, y=@-57=(-12=1 4 11 (4,1)
Six=5 y=(-5°=(07 =0 510 (5,0)
Six=6, y=(6-5°=(1p =1 6 | 1 (6,1)
Six=7, y=(7-57=Qp =4 7 ] 4 (7,4)

Al representar los pares (x, y) en el plano cartesiano se obtiene la grafica de la
funcion.

89

Griéfica de la funcién
y=(x-5)?

4 (3, 4) (7,4)

of 7 vieo
|

La curva que representa esta funcién recibe el nombre de parabola, es simé-
trica respecto a una paralela al eje OY, que se llama el eje de la parabola. En
este caso el punto V de interseccidn del eje con la parabola es el vértice.

Si se toma cualquier punto de la curva, por ejemplo (8,9) y se sustituyen sus
coordenadas en la funcién, se tiene:

y = (x-5)?
9 = (8-5)2
9 =3
9=09

Por tanto, todo punto sobre la curva satisface la funcién.
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Otro ejemplo de gréafica de laformay = (x —a)? es para cuando a = 9 se tiene:
y=(x-9)

Para obtener los pares (x, y) se realiza la siguiente tabulacion:

x |y

Six= 7, y=(7-92=(-27 =4 7 | 4 (7,4)
Six= 8, y=(8-92=(-17 =1 8 |1 (81)
Six= 9, y=(©-9:=(0F =0 9 |0 (9,0)
Six=10, y=(10-9P=(1)p =1 10 1 (10,1)
Six=11, y=(11-9P=(2) =4 1| 4 (11,4)

Los pares de numeros obtenidos son las coordenadas de los puntos que, al
trazar una curva continua que pase por ellos, nos dan la grafica buscada.

Grafica de la funcién
Y=(X-9)?

El vértice de la parabola (V) es el punto cuyas coordenadas son (9,0). Al com-
parar ésta y la anterior grafica se puede afirmar que en una funcién de la
formay = (x—a)?, el valor de a determina el vértice de la parabola sobre el eje
de las abscisas.
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GRAFICA DE LA FUNCION y =

Corresponde a la sesion de GA 3.34 ACERCAMIENTOS PELIGROSOS

Toda funcidn se puede graficar; asimismo, existe una caracteristica similar en
las graficas de funciones de segundo grado: el hecho de representarse con
una curva. Pero también hay caracteristicas diferentes. En seguida se veran
las caracteristicas de la grafica de la funcién

- 1
Y= %

En la expresion y= 1? la variable independiente es x y la variable dependiente esy.

Para graficar esta funcidn se necesita tener valores para x y valores para y,
estos valores determinan las coordenadas de los puntos de la grafica corres-
pondiente.

Obsérvese la siguiente tabla y las operaciones efectuadas para obtener los
valores dey.

1 1
y = —_— = —_—
X y ~
coordenadas
X v (x, y)
1
— > y = = - 05
-2 -0.5 (-2,-0.5) (-2)
1
o = =—-0.66
S 15 | 066 | (-1.5,-0.66) NET)
I 1
y = = — 1
M — -1 -1 (-1,-1) (-1)
E 1
y = = — 2
T 0.5 -2 (-0.5,-2) (-0.5)
R I:: y=——=2
I 0.5 2 (05,2) 05)
C — | 1 1 (1,1) y=— =1
e) (1)
S —> 15 0.66 (1.5,0.66) y= (115) = 0.66
— 2 05 (2,0.5) __1 _ 05
NGY
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El valor de x no debe ser cero, pues la division entre cero no esta definida —

0

Notese que cuando los valores de x son simétricos, su funcion o valor de y

también lo es. Por ejemplo:

X y
e > -2 | -05
simetricos
— 2 0.5

4—
simétricos

Con las coordenadas de los puntos formados por los pares ordenados (X, y)

se puede graficar la funcion y = 17

cartesiano y uniéndolos con una linea.

I 2 T
(_/+)

localizando los puntos en el plano

(++)

o 4
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En la tabla y en la grafica puede observarse que si el valor de x disminuye, el
. . . 1
valor de y aumenta, o viceversa; portal motivo, la funcion y = ~ ésuna

funcion inversa.

La grafica de la funcion la forman dos lineas curvas, una ubicada en el cuadran-
te I, cuyas coordenadas son positivas (+, +), y otra ubicada en el cuadrante Ill,
cuyas coordenadas son negativas (-, —). Asimismo, puede notarse que las cur-
vas se acercan cada vez mas a los ejes.

A este tipo de grafica se le denomina hipérbola.

La hipérbola es la curva que consta de dos ramas simétricas respecto de dos
ejes perpendiculares entre si (ejes coordenados).

Por lo tanto, puede concluirse que la grafica de la funcion y = 17 es una
hipérbola cuyas ramas se encuentran: una, en el cuadrante | y otra en el cua-

drante IlI.

La siguiente tabla representa una funcion inversa. En ella se representan
las dimensiones que debe tener un rectangulo para que su area sea igual
ail2cm?

Véase ahora su representacion grafica.

12 Y
base (b) altura (h)| h = o
2 6 h= 122 =6 10 '_:
|
| |
3 | 4 h= éz =4 T
|
6—4-
4| 3 | nh=—2-3 |
142 LT
6 2 T T
oL L T
2|1 |12 R
12 1 | | | | | X
2 4 6 8 10 12
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Tanto en la tabla como en la grafica puede notarse que: si la base aumenta,
entonces la altura disminuye, y viceversa: si la base disminuye, entonces la
altura aumenta.

Ademas, la grafica de la funcién también es una hipérbola que se aproxima
mas y mas a los ejes perpendiculares.

DESIGUALDADES LINEALES

Corresponde a la sesién de GA 3.35 PUROS PUNTOS

Hasta el momento se han estudiado expresiones algebraicas cuya relacion se
expresa con una igualdad y sus graficas pueden ser rectas o curvas. En el
plano cartesiano también puede localizarse otro tipo de relaciones expresa-
das algebraicamente; este tipo de relaciones son llamadas desigualdades li-
neales, debido a que la grafica que se obtiene de ellas puede ser una linea
recta continua o discontinua, y una region de puntos que quedan sobre (al
ras), por arriba o por abajo de dicha linea recta.

Como se recordara, una desigualdad es una expresién que indica que una
cantidad puede ser mayor (>), menor (<), mayor o igual (>),0 menor o igual
(£), que otra cantidad.

Obsérvense las siguientes desigualdades:

a) x < -2, esta desigualdad se lee: “equis es menor que menos dos”, algunos
valores que puede tener x son: -3, 4, -5, -6, ...;yaque -3 < -2,4<-2,-5
< -2,-6 < -2, como se observa, x no forma el valor de -2, sino de aquellos
que son menores que €l, debido a que se tiene la desigualdad (<).

b) x < -2, esta desigualdad se lee: “equis es menor o igual que menos dos”;
algunos valores que puede tomar x son: -2, -3, -4, -5, -6, ...; yaque 2< -2,
-3<-2,-4<-2,-5<-2,-6<-2, como se observa, los valores que toma x son
aquellos iguales 0 menores que -2, debido a que se tiene la desigualdad ().

C) y > 3, esta desigualdad se lee: “ye es mayor que tres”, esto indica que y
toma valores mayores que 3, esto es: 4,5, 6, 7...

d) y > 3, esta desigualdad se lee: “ye es mayor o igual que tres”, aqui y toma
valores a partir de 3, esto es: 3,4, 5,6, 7...
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Ahora se vera la forma de graficar desigualdades con las que se comparen las
variables x y y con las desigualdades >, <, >0 <.

Graficar la desigualdad x < 'y

Para realizar la tabulacion se asignan valores a x, para determinar los de y se
debe cumplir la desigualdad, por lo que la tabulacién queda asi:

X y puntos
-2 -1 (-2,-1)
-1 0 (-1,0)

0 1 (0,1)

1 2 (1,2)

Cuando x = -2, y debe tener un va-
lor mayor que el de x, entonces:

Six =

Si x
Six
Si x

2’
1,
O’
1

y
y
y
y=

=1

N = O

Se localizan los puntos en el plano cartesiano y se unen mediante una linea
recta discontinua, ya que es la forma general de graficar una desigualdad de

la forma > o <.
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Para determinar la region de puntos que satisfacen a la desigualdad x < vy,
cuando se tengan las dos variables, siempre se despeja la variable y, en este
caso se considera que ya esta despejada, ahora la desigualdad se lee co-
menzando por y, lo cual queda: “ye es mayor que equis”, esta desigualdad
también se puede escribir de la forma como se ley0, esto es:

y > X

Como la desigualdad que se tiene es mayor que (>), esto indica que los pun-
tos que hacen verdadera a dicha desigualdad son todos aquellos que quedan
sobre y arriba de la recta, si la desigualdad hubiera sido y < x, la region de
puntos quedaria abajo de la recta, por lo que la grafica queda asi:

e o o 4 @ @
d
e
e o o 3 ¢ &
//
e o o P

Si se eligen los puntos, A y B, que pertenecen a la region que satisface a la
desigualdad, si el punto A tiene por coordenadas (-2, 2) y el punto B (1, 3), se
procedera a comprobar la desigualdad x < y, sustituyendo los valores de los
pares ordenados en ella, entonces se tiene:

Si las coordenadas del punto A son (-2, 2), entonces:

Six =-2,y = 2, ladesigualdad queda
X<y
2<?2

Si las coordenadas del punto B son (1, 3), entonces:

Six =1,y = 3, la desigualdad queda:
X<y
1<3
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Como se observa, las coordenadas de los puntos A y B que se eligieron al
azar satisfacen la desigualdad inicial y lo mismo sucederia si se toman las
coordenadas de cualquier otro punto que se encuentre sobre y por arriba de

la recta discontinua.

Graficar la desigualdad x > y

Nuevamente, para efectos de la tabulacion, x toma cualquier valor, mientras
que y debe tomar valores que satisfagan a la desigualdad, con lo que la

tabulacién queda asi:

X y puntos
4 3 (4,3)
2 1 (2,1)
1 0 (1,0)
0 -1 (0,-1)

Cuando x = 3, y debe tomar un valor
menor o igual que el de x, entonces:

Six=4,y= 3
Six=2,y= 1
Six=1,y= 0
Six=0,y =-1

Se localizan los puntos en el plano cartesiano y se unen mediante una linea
recta continua, ya que es la forma general que se utiliza para graficar una

desigualdad de la forma > o <.




Para determinar la region de puntos que satisfacen a la desigualdad x >y, se
lee la desigualdad empezando por la variable y, lo cual se lee: “ye es menor o
igual que equis”, entonces la desigualdad se puede escribir asi:

y <X

Como la desigualdad que se tiene es menor o igual (<), la regién de puntos
que la satisface queda sobre y debajo de la linea recta, lo cual se observa en
la siguiente gréfica.

Y

4

Si se eligen al azar los puntos C y D con sus respectivas coordenadas, se tiene
C (4,-2) y D (3, 2) al sustituir las coordenadas de los puntos en la desigualdad
y < X, se tiene que:

Para el punto C (4, -2)

Six =4,y = -2, la desigualdad queda:

Para el punto D (3, 2)
Six= 3,y = 2, la desigualdad queda:

y <X
2<3
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Se observa que las coordenadas de ambos puntos satisfacen la desigualdad
inicial; lo mismo sucederia si se toman las coordenadas de cualquier otro
punto que esté sobre y debajo de la recta.

De lo anterior se tiene que:

Si las desigualdades son > o <, la recta de la grafica es discontinua, si son >
o0 <, larecta es continua.

Si las desigualdades son > o0 > con respecto a y, la regidn de puntos que
satisfacen la desigualdad queda arriba o sobre la recta y arriba de ella, res-
pectivamente.

Si las desigualdades son < o < con respecto a y, la regidn de puntos que

satisfacen la desigualdad queda abajo o sobre la recta y abajo de ella, respec-
tivamente.

DESIGUALDADES CON UNA VARIABLE

Corresponde a la sesion de GA 3.36 PUNTOS Y RAYAS
Hay varios tipos de desigualdades; existen aquellas que tienen una variable y
se comparan con cero; asimismo, estan aquellas que tienen dos variables,

y también se comparan con cero.

Aqui se veran aquellas que tienen una variable, la cual se compara con cero;
para ello, observen los siguientes ejemplos:

1. Graficar la desigualdad 2x — 6 > 0
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Para tabular una desigualdad, debera considerarse como una igualdad, por
lo que el signo mayor o igual que (>) se cambia por el signo de igual y se deja
la variable, aplicando las propiedades de la igualdad:

2x-6=0
2X =6
XxX=3

Esto indica que x tendra el valor de 3, mientras que y puede tomar cualquier
valor, por lo que la tabulacion queda:

X y puntos
3 1 (3,1)
3 2 (3,2)

En laigualdad x = 3, el signo igual se cambia por el de la desigualdad inicial,
en este caso mayor o igual que (=) con lo que se tiene:

X=>3

De aqui se observa que los valores que puede tomar x son: 3, 4, 5,6, 7, 8, 9,
10, etcétera.

Esta desigualdad se lee: “equis es mayor o igual que tres”, la region de pun-
tos que satisfacen la desigualdad queda a la derecha de la recta, debido a
que la desigualdad es >, en caso de que ésta fuera < la regién de puntos
quedaria a la izquierda de la recta.

La grafica de la desigualdad es:

4 ° °
3 [ °
2 . °
1 ° °
f f f f f f t — X
4 3 2 4 1 2 3 4 5
-1 ° °
-2 ° °
-3 ° °
-4 . .
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Observen por ejemplo los puntos A y B, que pertenecen a la regidn y cuyas
coordenadas son: A (4, 1) y B (5, -3), al sustituir estas coordenadas en la
desigualdad x > 3, ésta se puede comprobar.

Por ejemplo, los puntos A y B que pertenecen a la region que satisface a la
desigualdad, tienen los valores para x de 4 y 5; al sustituirlos en la desigual-
dad original se tiene lo siguiente:

Cuando x = 4, entonces: Cuando x = 5, entonces:
2 x - 620 2 x - 620
2 4 - 620 2 5)- 620
8 - 620 10 - 620
2>20 4>0

Ambas desigualdades se cumplen con los valores senalados, la primera de
ellas se lee: “dos es mayor o igual que cero” y la segunda: “cuatro es mayor o
igual que cero”, de lo cual se observa que cualquier nimero positivo siempre
es mayor que cero.

2. Graficar3y-9< 0

Para obtener la tabulacion, la desigualdad se maneja como una igualdad y se
despeja la variable.

3y 9 =0

3y =9
y =3
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El signo de la igualdad se cambia por el de la desigualdad original, por lo que
queda:

y< 3
De aqui se observa que los valores que puede tomary son: 3, 2, 1, 0, etcétera.
Esto indica que y siempre tendra el valor de 3, mientras que x tomara cual-

quier valor, en este caso se le asignaran los valores de 4 y 3, por lo que la
tabulacion queda:

X y puntos
4 3 (4,3)
3 3 (3,3)

Como la desigualdad es y < 3, esto indica que la region de puntos que la
satisfacen queda sobre y bajo la recta, en caso de que la desigualdad fuera >,
la region de puntos quedaria sobre y arriba de la recta, entonces la grafica
de la desigualdad y < 3, es:

I * * * ¢ 4 ¢ ¢ * I X
5 4 3 =2 -1 1 2 3 4
o ° o e o1 @ ° °

Para comprobar la desigualdad original se sustituyen en ella algunos valores
que toma y en cualquiera de los puntos pertenecientes a la regién. Por los
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puntos C (-2, 3) y D (3, —1). Si se sustituyen los valores cuando y= 3y y= -1,
se tiene:

Cuandoy = 3, entonces: Cuandoy = -1, entonces:

3y- 9< 0 3y- 9< 0
38)- 9< 0 3-1)- 9< 0
9- 9< 0 3- 9< 0
0< 0 - 12< 0

Como se observa, ambas desigualdades se cumplen, ya que todo nimero
negativo siempre es mayor que cero.

Con base en lo anterior, se deduce que:

En una desigualdad que tiene a la variable x, si se le compara con cero, su
grafica siempre es una recta paralela al eje de las ordenadas y la region de
puntos quedara a la izquierda, a la derecha y sobre la recta, dependiendo del
signo de la desigualdad.

Cuando en la desigualdad se tiene a la variable y y el término independiente
comparado con cero, su grafica siempre es una recta paralela al eje de las
abscisas y la region de puntos quedara abajo, arriba y sobre la recta, depen-
diendo de la desigualdad que tenga.

DESIGUALDADES CON DOS VARIABLES

Corresponde a la sesién de GA 3.37 TODO TIENE UN LIMITE

Finalmente, se vera la forma de graficar una desigualdad con dos variables y
un término independiente que se compara con cero. En este caso, al despejar
la variable (que siempre esy), se procede como se muestra en los siguientes
ejemplos.

1. Graficar 2x + y > -1

De nuevo se considera la desigualdad como una igualdad, por lo que el signo
de mayor o igual que (>), se cambia por el de igual, para obtener la tabulacion,
y se despejay.

2x+y = -1
2x+y = -1
y = -1-2x
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Se asignan dos valores cualesquiera a x para obtener los de y, por lo que la
tabulacion queda:

y=-1-2x
X y puntos
-1 1 (-1,1)
2 -5 (2,-5)

Cuando x = -1, entonces: Cuando x = 2, entonces:

y =-1-2x y =-1-2x
y =-1-2(1) y =-1-2(
y =-1+2 y =-1-4

y =1 y =-5

Para determinar la region de puntos que satisfacen a la desigualdad original,
en donde se despejé a'y, se cambia el signo de la igualdad por el de la des-
igualdad, en este caso el de mayor o igual que, por lo que se tiene:

y=> -1-2x
Esta desigualdad se lee: “ye es mayor o igual que menos uno menos dos
equis”, debido a que y es mayor o igual que; la region de puntos que satisfa-
cen a la desigualdad queda sobre y arriba de la recta en la grafica, lo cual se
muestra a continuacion:




Obseérvese que las coordenadas de algunos de los puntos de la regién que
satisfacen a la desigualdad son: (2, -3), (2, -2), (-1, 2), (-1, 3), etcétera.

Para comprobar que la desigualdad se cumple, se toman algunos puntos con
sus respectivas coordenadas y se sustituyen en la desigualdad original.

Cuando el punto es (2, -3), entonces:

2X+y=>-1
2(2) + (-3) = -1
4-3> -1

1> -1

Cuando el punto es (2, —2), entonces:

2xX+y=-1
22 +(-2)=-1
4-22>-1

2< -1

De aqui se observa que ambas desigualdades son verdaderas, debido a que
tanto 1 como 2 son mayores que —1.

2. Graficar 4x + 2y < 6

La desigualdad se maneja como una igualdad y se despejay.

4x +2y< 6

4x+2y = 6
2y = 6—-4x
y= 6-4x

2
y= 3-2X

Se asignan dos valores cualesquiera a x para obtener los de y, por lo que la
tabulacién queda:

=32
Y - Cuando x = 0, entonces: Cuando x = 3, entonces:
x y puntos y =3-2X y =3-2x
y =3-2(0) y =3-2(3)
0 3 (0,3) y=3 y=3-6
3 -3 (3,-3) y=-3
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Para determinar la regién de puntos que satisfacen la desigualdad original, en
donde se despejdé y se cambia el signo de la igualdad por el de la desigual-
dad, en este caso mayor o igual que, con lo que se tiene:

y< 3-2x

Esta desigualdad se lee: ye es menor o igual que tres menos dos equis,
debido a que y es menor o igual que, la regidn de puntos que satisfacen la
desigualdad original queda abajo de la recta en la grafica, lo cual se observa
a continuacion:

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ [ ] [ ] [
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ [ ] [ ] [
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
° } } } } } X
-6 5 4 -3 6
° ° ° ° °
[ ] [ ] [ ] [ [
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ [ ] [ [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

Las coordenadas de algunos de los puntos son: (1, 1), (-4,-5), (1,-4), (0, 2),
(-6, 4), etc. Para comprobar la desigualdad original se sustituye cualquiera de
estas coordenadas en ella.

Cuando el punto es (-4, -5) entonces:

4x +2y< 6
4(-4)+2(-5< 6
-16-10< 6
-26< 6
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Cuando el punto es (0, 2), entonces:

4x + 2y < 6
40+ 2@ < 6
4 < 6

De aqui se observa que tanto —26 como 4 son menores que 6.
Con base en lo anterior se deduce que:

Cuando se tiene una desigualdad con dos variables, siempre se obtiene una
recta que no es paralela a ninguno de los ejes, para determinar la region de
puntos que la satisfacen, basta observar a la variable y asi como el signo de la
desigualdad, si éste es mayor o igual que (=), la regidn de puntos esta arriba
de larecta y si es menor o igual que (<), la regién de puntos esta abajo de la
recta.

ADICION Y SUSTRACCION DE MONOMIOS

Corresponde a la sesién de GA 3.39 UNA REDUCCION DE PESO

Para realizar la adicién y sustraccion de monomios es necesario recordar qué
son los términos semejantes.

Un término algebraico consta de tres partes: literal, exponente y coeficiente,
éste puede ser positivo o negativo.

—

coeficiente —— 3 x? L exponente

literal
Adicion
1

Si se desea encontrar la suma de 3a, -2b, 3c, — —a, 5c¢. La suma indicada
quedaria como: 2

3a + (-2b) + 3¢ +(- 15 a) + 5¢
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como los términos —2b y —17 a tienen signo negativo, se colocan dentro de

un paréntesis. Para realizar la suma se deben localizar los términos semejan-
tes. Pero, écdmo se identifican los términos semejantes en una expresion

algebraica?

Los términos semejantes son aquéllos cuyas literales y sus expo-
nentes son iguales.

Entonces, écudles términos son semejantes en la expresion anterior?

3a, _1 a Son términos semejantes, pues la literal y su

2 .
exponente es igual.

3c, 5¢ Son términos semejantes.
-2b No tiene término semejante, pues no existe otro
con literal b

Ahora es posible realizar la adicion:

3a+(—2b)+30+(—17a)+50=217a+80+(—2b)
SR R

Como se observa, para reducir términos semejantes basta sumar sus coefi-
cientes y anotar la literal o literales con los mismos exponentes.

En esta adicién se puede comprobar la igualdad entre el primero y el segundo
miembro, sustituyendo las literales por valores numéricos:

Ejemplo:
Sia=2,b=1yc=-2

se sustituyen los valores en el primer miembro:
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3a + (-2b) + 3c +(_1T a)+ 5¢ =
3@ +[2M]+3(2 + [—17 @] +5(2) =
6 + (-2) + (=6) + (-1) + (-10) = 6 + (-19) = 13

y sustituyendo en el segundo miembro:

o1 @) +8(c)+ (2b) =

)
217(2) +8(2) +[2(M)] = 5+ (-16) + (-2)
= 5+ (-18)
- 13

Se observa que, al sustituir las literales por los valores asignados, el resultado
es igual en ambos miembros, con lo que se puede comprobar la igualdad
existente en ambos.

Véase los ejemplos siguientes:

1) 3a?b + 2ab + (-4a) + 5a + (-5ab) + (-2a2b)

Se localizan los términos semejantes para sumar sus coeficientes:
3a?b + 2ab + (-4a) + 5a + (-5ab) + (-2a?b) = a?b -3ab + a

‘ A L A A

]

2) %XZ + %xy+(—17x2)+(—— Xy)+——y + (y) =%x2—%xy—%y

Asignando valores arbitrarios a las literales y sustituyéndolos en ambos miem-
bros se pueden comprobar las igualdades anteriores.
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Sustraccion
Para restar términos semejantes se sigue un criterio semejante al de la suma.
Ejemplos:
1) Restar a 3a2? b, 5a? b.
De los monomios anteriores, 3a? b es el minuendo y 5a2 b el sustraendo. Si se
observan sus literales y exponentes se concluye que los términos son seme-
jantes:

3a2b-5a?b
Ahora se restan sus coeficientes: 3 -5 = -2
De donde resulta que:

3a’b-5a’b =-2a2b

Asignando valores arbitrarios a las literales se tiene:
a=>5 b=-4

3a2b-5a’b

3(5)? (-4)-5(5)% (-4)
3(25) (-4) - 5 (25) (-4)
(-300) — (-500)

200

—2(5)? (-4)

2 (25) (-4)

200

-2a’b

De lo cual, resulta en los dos el mismo valor numérico.

3 2 1 2
2) Restara—4 a’b, - a’b
3 2p- a2
7 azb 2 b
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8 _1_1
4 2 4
3 2K _ 1 2 — _1 2
Tab - azb Z azb
3 2yv3 _ 4 2 /3
3) RestaraTx Y3, 5 X2y

como el sustraendo es negativo, se coloca dentro de un paréntesis.

B ey (A yeye
5 XY~ 5 XY)
El inverso aditivo de —% x2y% es % x2y® por lo que se obtiene:
3 4

BRY 5 Y = Ry

Recuérdese que, para restar dos numeros enteros, debe sumarsele al
minuendo el inverso aditivo o simétrico del sustraendo.

La adicion y sustraccion de monomios permiten simplificar las expresiones
algebraicas y hacer mas faciles otras operaciones.

ADICION Y SUSTRACCION DE POLINOMIOS

Corresponde a la sesion de GA 3.40 RESTAR SUMANDO

La adicion y la sustraccion de polinomios son operaciones muy importantes
dentro del algebra, sobre todo para la correcta solucidén de ecuaciones y de
otras situaciones que se veran posteriormente.

Para realizar una adicion o una sustraccion de polinomios, es conveniente
recordar la reduccion de términos semejantes. Esta consiste en agrupar los
coeficientes de los términos semejantes en uno solo y acompanarlo de la
literal o literales correspondientes, por ejemplo: —-6x + 2x = —4x. Asi, si los
polinomios que se van a sumar tienen términos semejantes, se realiza la suma
algebraica de los coeficientes y a ésta le seguiran las literales correspondien-
tes. Si existen términos que no sean semejantes, éstos se colocaran en segui-
da de los que ya se redujeron, respetando el signo que les corresponde.
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Ejemplos:

a) (9x + 6y—-3) + (bx—-8y) =14x — 2y -3

(4

b) (-2a%+ 7b) + (-Ba?+ b) =-7a? + 8b

En el caso de la sustraccion el procedimiento es muy semejante, sélo que el
signo de los términos del sustraendo cambian (porque al efectuar la resta lo
que se hace es sumar al minuendo el inverso aditivo del sustraendo). Hecho
esto, se realiza la reduccion de términos semejantes, como en la adicién, y se
escriben a continuacién aquellos que no se redujeron.

Ejemplos:

a) (—4m+5n+8)—(—2m+7)=(ﬂn+5n+§)+(+2m—7)=—2m+5n+1

b) (3a% - 5b) - (5a% - 8b) = (3a>- 5b) + (-5a2 + 8b) = —2a2 + 3b

Obsérvese que la resta se convirtié en suma al cambiar los signos en todos
los términos del polinomio que se estaba restando.

LEYES DE LOS EXPONENTES |

Corresponde a la sesién de GA 3.41 APLICA LA LEY

La potenciacién es la operacion matematica que abrevia la multiplicacion de
factores iguales.

Si se tiene un numero cualquiera a elevado a una potencia cualquiera m eso
significa que:

| a"=a-°*a-°a° al
[
m veces

Tomando esta definicion como base, es posible entender las leyes de los ex-
ponentes.

Primera ley. Producto de potencias con la misma base.
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Ejemplo:
a4 ° a3
Por la definicion de potencia se tiene:

a‘eal=ge*acacacacara
| | | |
I I

a* as

Donde a aparece 7 veces como factor, por tanto:

a4.a3= a4+3
a7

Y al generalizar se puede afirmar que:

am.an= am+n

Segunda ley. Cociente de potencias con la misma base.

Ejemplo:

aS

a2
Por la definicion de potencia se tiene:

ad acac*ac*ac*a

a2 ae*a

Si se cancelan factores iguales:

acacac*ac*a acac*a

ae*a
De donde se puede concluir que:

a5
a2
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Al generalizar se tiene:

De esta ley se puede deducir lo siguiente. Si se tiene:

iz= a>s
aS
= a_s
Y como se sabe que:
as aea
a® acacac*aca
- 1
~ ac*ac*a
1
- a2
Por transitividad:
1
at=
De lo que se puede concluir que:
a—m — 1_
am

Tercera ley. Potencia de una potencia.

Ejemplo:
(@)*

Por la definicidn de potencia se tiene:

@) =adeatea’ead
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Aplicando la ley 1:

a3 ° a3 ° a3 ° a3 = a3+3+3+3
a12
(a3)4 — a3X4 (a3)4 — a12

Por tanto se tiene que:

(am)n — am-n

La correcta aplicacion de estas leyes te auxiliaran en la resolucion de expre-
siones aritméticas y algebraicas.

LEYES DE LOS EXPONENTES Il
Corresponde a la sesién de GA 3.42 UNA LEY INQUEBRANTABLE
Otras leyes de los exponentes son las siguientes:
Cuarta ley. Para la potencia de un producto se tiene:

Ejemplo:
(ab)*

Si se aplica la definicion de potencia:
abeabeab-eab
Por la propiedad conmutativa:
acacac*ac*bebebeb
Como la potenciacién es una multiplicacion abreviada:
a*b*

Al generalizar se tiene:

(@b)»=a"b"
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Quinta ley. Cuando un cociente se eleva a una potencia:

Ejemplo:
ays
(£)
Se aplica la definicién de potencia:
a,a.a
b b b

Al indiciar la multiplicacion de numeradores y denominadores:

aca-ca
bebeb

Si se abrevia la multiplicacion de las fracciones:

a3
bS
Con lo que se concluye:
as al
BT
Al generalizar se tiene:
a" a"
B

De las leyes anteriores, se pueden deducir los siguientes casos. Al tener la
divisidon de potencias de la misma base y exponente, se aplica la segunda
ley y se tiene que:

an
? —_ an -n
= ao
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Pero como el cociente de la division cuando el divisor y el dividendo son igua-
les es 1, entonces:

Por transitividad:

De donde se concluye que:

Todo numero elevado a la potencia 0 es igual a 1.

Si se tiene la expresion:

4
a = g3
a3

= a1

Al aplicar la definicion de potencia:

acac*aca
aca-ca

Se cancelan los dividendos y divisores iguales y se tiene:

acac*ac*a
acaca

Por transitividad:

Con lo que se concluye que:

Todo numero elevado a la primera potencia es igual a ese mismo
ndmero.
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Otro caso especial de la potenciacion es cuando el exponente es fraccionario.

Ejemplo:

a?

Si se eleva a la potencia que indica el denominador del exponente:

Por la definicidon se tiene:

3

) @%)

rojw

(a

Debido a la primera ley de los exponentes:

Por la propiedad transitiva:

Al eliminarse la raiz y la potencia (por ser operaciones inversas) se tiene que:

Q%2 = 2| g3

Por tanto, al generalizar:

am/n = n| gm

282

A



MULTIPLICACION DE MONOMIOS Y POLINOMIOS

Corresponde a la sesion de GA 3.43 TODOS CONTRA TODOS

La multiplicacidn es una operacién aritmética muy importante que también se
emplea en las expresiones algebraicas. Es una operaciéon que tiene por obje-
to, dadas dos cantidades llamadas factores, hallar una tercera a la cual se le
llama producto.

Recuérdese que un monomio consta de un término, formado por un coefi-
ciente, una parte literal y un exponente. Un polinomio es la expresion algebraica
constituida por dos 0 mas términos, los cuales estan separados por un signo
mas (+) o0 un signo menos (-).

En la multiplicacion de monomios y polinomios existen diversos casos, entre
los que se encuentran:

— Multiplicacién de monomios
— Multiplicacion de un polinomio por un monomio
— Multiplicacién de polinomios

Producto de monomios

Para hallar el producto de monomios, se multiplican primero los coeficientes
de los factores, respetando la ley de los signos.

Y por ultimo, se escribe la parte literal con un exponente igual a la suma de los
exponentes que tenga cada factor (si son de igual base) o el producto se deja
indicado cuando su base es diferente. Observe estos ejemplos:

]

1. (4x®) (- 2x°) =—-8x2*°

= - 8x’
T |
2. (-0.5a%(24a*b)=1.2a%"*Db

]

=12a’b
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Obsérvese la siguiente multiplicacion de monomios.

3, (%aﬁ b?) (- 0.2 ab) ( 7%a) (- 4b) =

Se puede resolver convirtiendo los coeficientes a nimeros decimales
(%a3 b?) (0.2 ab) (71?a) (-4b) = (0.8 a@° b?) (-0.2ab) (7.25 a) (-4b)

Se aplican los mismos criterios. Primero se realiza el producto de los coeficien-
tes de los factores, respetando la ley de los signos. A continuacion, se escribe
la parte literal comun con el exponente igual a la suma de los exponentes de
cada factor de igual base, o sélo se indica el producto en los factores de base
diferente.

(0.8°b?) (- 0.2 ab) (7.25a) (- 4b) = 4.64a°+1+1p2+1+1
= 4.64 a b*

Producto de un polinomio por un monomio

Para efectuar esta multiplicacién, se efectia el producto del monomio por
cada uno de los términos del polinomio —teniendo en cuenta en cada caso la
regla de los signos— se separan los productos parciales con sus propios
signos (ley distributiva de la multiplicacion). No se debe olvidar que en la par-
te literal de cada factor, se suman los exponentes de igual base, o el producto
se deja indicado si son de base diferente.

Véase el siguiente ejemplo:

1. (3m?-6n +7) (4bmn) =
=(4bmn) (3m?) + (4bmn) (- 6n) + (4bmn) (+7)
=12 bm?*'n - 24 bmn'*' + 28 bmn
= 12 bm®n - 24b mn? + 28 bmn

2. (0.7x® — 2xy + 1.3 y?) (—xy), este producto también puede calcularse colo-
cando los factores en forma vertical y aplicando los mismos criterios:

0.7 x2—-2xy + 1.3 y?
-0.7x3y +2x2y2 - 1.3 xy®
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Producto de polinomios

Para encontrar el producto de dos polinomios, se inicia efectuando los pro-
ductos parciales de cada uno de los términos; esto es, se multiplica cada uno
de los términos de uno de los polinornios por cada uno de los términos del
otro.

Véase el ejemplo:

1. (4x +8) Bx-7) =3x (4x + 8) -7 (4x + 8)
= 12x? + 24x — 28x — 56

El producto resultante se reduce sumando los términos semejantes.
12x% + 24x — 28x — 56 = 12x? — 4x — 56

Este producto también puede llevarse a cabo colocando los factores en forma
vertical:

4x + 8

3X -7

Se realizan los productos. Primero se multiplica uno de los términos del se-
gundo polinomio por todos los del primero, empezando por la izquierda:

4x + 8
33X - 7
12x2 + 24x

Después se multiplica el otro término por el primer polinomio, alineando los
términos semejantes, y por ultimo se reduce, sumando esos términos:

4x + 8
33X - 7

12x% + 24x
— 28x —56

12x2 — 4x -56

Si se comparan los productos en ambos procedimientos, se observa que son
iguales.
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2. (2x + 5y) (83x - 8)

2xX + 5y
3x — 8

6x® + 15xy
—16x— 40y

6x2 + 15xy-16x-— 40y

En este caso, no hay términos semejantes entre los productos parciales. Por
tanto, no es posible reducirlos.

Cualquiera que sea el algoritmo que se utilice, el producto se calculara si-
guiendo estos procedimientos:

En el producto de monomios, se multiplican los coeficientes de
cada factor, respetando la ley de los signos. A continuacién se es-
cribe la parte literal, siendo su exponente igual a la suma de los
exponentes de igual base; o se deja indicado cuando los factores
son de diferente base.

En el producto de un polinomio por un monomio se aplica la ley
distributiva de la multiplicacion, que consiste en realizar el produc-
to del monomio por cada uno de los términos del polinomio. Los
productos parciales se separan con sus propios signos.

En el producto de polinomios se obtienen los productos parciales y
se reducen los términos semejantes.

DIVISION DE MONOMIOS Y DE POLINOMIOS ENTRE
MONOMIOS

Corresponde a la sesién de GA 3.44 DIVIDIR ES UN JUEGO DIVERTIDO

Dividir significa encontrar un factor (cociente), que multiplicado por el divisor
dé como producto el dividendo.

Ejemplos:
7 X
3a?

= 56 56+ = —
= 6a’b 6a’b +3a2 = —
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{Recuerdas a los monomios? Son aquellos que se forman por un solo térmi-
no (coeficiente, parte literal y exponente). Y élos polinomios?, son los que se
forman por dos 0 mas términos.

En esta sesidn aprenderas los siguientes casos de la division.

Entre monomios
De un polinomio entre un monomio

Division de monomios

Para obtener el cociente entre dos monomios, se dividen los coeficientes,
respetando la regla de los signos. En seguida anotamos la literal, cuyo expo-
nente sera igual a la diferencia del exponente del dividendo y el del divisor si
son de igual base; si su base es diferente solo se dejara indicado el cociente.
Ejemplos:

1. 20a'b3 2. -0.5x%yz
e G Y pa42 |3 _n ye
Bab -~ atthb 0.10xy

-4a%b? = bxz

— 5X2—1 y1—1 Z

Véase ahora el siguiente problema que se resuelve mediante el cociente de
mMonomios.

Martin cabalga, de La Mora hasta Aguacatan que se encuentra como a 9a? b?
km de distancia (d). Si emplea el tiempo (t) de 3b hr en su recorrido, calcula la
velocidad (v) a la que iba.

d

La velocidad se calcula por la formula v =T ademas, se tiene que
o . 9a2b® km
d = 9a?b® km y t = 3b hr, entonces al sustituir se tiene v = Sbhr
km
Por tanto, v = 3a?b? o

Division de un polinomio entre un monomio
Este cociente se obtiene al dividir cada uno de los términos del polinomio por

el monomio, separando los cocientes parciales con sus propios signos (ley
distributiva de la division).

287



Se tiene la division:

1. 2m?n - 4mn? =+ 2mn
2m2n - 4mn? B 2m2n 4mn?
2mn 2mn 2mn

Ahora se obtienen los cocientes parciales

2 2
2men _ 4mn — 2 m2! n' _ 4 m''n21
2mn 2mn 2
= m-=2n

Como se observo en el ejemplo anterior, el cociente con expresiones
algebraicas se obtiene como sigue:

En la division de monomios primero se divide el coeficiente del di-
videndo entre el del divisor, respetando la ley de los signos. A con-
tinuacioén, se escriben las literales, cuyo exponente es igual a la
diferencia del exponente del dividendo y el del divisor si su base es
igual. Cuando sus bases sean diferentes se deja indicando en el
cociente.

En la division de un polinomio entre monomio se aplica la ley
distributiva de la divisidn, que consiste en dividir cada uno de los
términos del polinomio por el monomio separando los cocientes
parciales con sus propios signos.

DIVISION DE POLINOMIOS

Corresponde a la sesién de GA 3.45 JUEGO DE TERMINOS

La divisién de polinomios tiene un algoritmo muy semejante al de la division
de numeros naturales. Por tanto, para encontrar el cociente de dos polinomios
se aplica la siguiente regla, que es similar a la de la divisibn numérica.

Se tiene (3m? +2m-8) + (m+2)
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1. Se ordenan el dividendo y el divisor en relacién con una misma letra en
forma descendente y se dividen el primertérmino del dividendo entre el
primero del divisor, obteniéndose asi el primer término del cociente.

3m?

m+2 |3m2+2m—8 - 3m
m

2. Este término se multiplica por todo el divisor y el producto se resta (inverso
aditivo) del dividendo, escribiendo cada término debajo de su semejante:

3m

m+2 |3m2+2m—8 3m (m + 2) = 3m? + 6m
-3m? —6m
i inverso aditivo —1

3. Se reducen los términos semejantes y se “baja” el siguiente término dei
dividendo:

m+2 3m2+ 2m -8
- 3m?- 6m

- 4m -8

4. Se divide ahora el primer término del residuo parcial entre el primer término
del divisor y se obtiene el segundo término dei cociente; se repiten estos
pasos hasta que el residuo sea cero o cuando el residuo de la division es
un polinomio de grado menor que el del divisor.

3m - 4
m-+2 | 3m?+ 2m — 8 —4m
-3m2- 6m - 8 —m =4
- 4m -8
+4M+ 8= 4 (M+2)=-4m-8

0 inverso aditivo
Véase el siguiente ejemplo:

(36y — 24 — 18y? + 3y*) + (y —2)
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a) Se ordenan los polinomios en forma decreciente respecto a y:

y—-2 | 3y*-18y?+ 36y — 24

b) Se divide el primer término del dividendo entre el primero del divisor para
obtener el primer término del cociente:

3y?
y-2 [ 3y*—18y2 + 36y - 24 3Y' - 3y

c) Se multiplica este término por el divisor y el producto se resta del dividen-
do, anotando cada término debajo de su semejante. Si algin término no
aparece en el dividendo se anota en el lugar que le corresponda, de acuer-
do con un orden légico, y se baja el término siguiente:

3y?
y—-2 3y* —18y2+ 36y —24 3y (y-2) = 3y* - 6y3
—3y* + By° —= J,
6y — 18y? |— inverso aditivo

Se divide el primer término del residuo entre el primero del divisor, obteniéndose
el segundo término del cociente. Se continla de manera similar hasta darse por
concluido el procedimiento cuando se obtenga como residuo un polinomio
de grado menor al divisor o el residuo sea 0.

3y3+ 6y -6y + 24 6y? ,
=6
y—-2 | 3y* —18y2 + 36y — 24 y y
-3y* + 6y?
6y® — 18y? 6y? (y-2) = 6y® — 12y2
- By°® +12y?
- 6y? + 36y —-6y? 5
+6y? — 12y y y
+ 24y — 24
— 24y +48 = -6y (y—2)-6y? + 12y
+24
24
s NPV

y
24 (y —2) = 24y — 48
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Para dividir dos polinomios se usa un algoritmo muy similar al de la division de
ndameros naturales, el cual se resume en los siguientes pasos:

1. Se ordenan los polinomios en forma decreciente respecto a una
literal.

2. Se obtiene el primer cociente al dividir el primer término del divi-
dendo entre el primero del divisor.

3. Se multiplica este término por todo el divisor y el producto se
resta (inverso aditivo) del dividendo, escribiendo cada término
debajo de su semejante y bajando el siguiente término.

4. Se repiten estos pasos hasta que el residuo sea cero 0 menor
grado al divisor.

Para comprobar la divisién, se multiplica el cociente por el divisor, sumando el
residuo a este producto (si es diferente de cero). El resultado de esta multipli-
cacion debe ser igual al dividendo.
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PRESENTACION

El curso que se desarrolla en este libro te ayudara a dar un paso mas en el
conocimiento de la fisica y, por lo mismo, de tu realidad; es necesario que
aumentes tu esfuerzo por comprender los fendmenos que suceden en tu en-
torno, recuerda que éstos no son exclusivamente fisicos, por lo cual es nece-
sario relacionar los conocimientos que obtienes en otras materias con los de
Fisica, para que consigas un mejor entendimiento.

Durante el curso se estudiaran las caracteristicas de los sdlidos y fluidos, sus
propiedades y la diferencia entre liquidos y gases; los conceptos de calor y
temperatura, las diferentes escalas para medir la temperatura, la transferencia
de calor y algunas aplicaciones de las leyes de la termodinamica; la electrici-
dad y el magnetismo, sus fuerzas y efectos, los motores, generadores y trans-
formadores y sus aplicaciones; el sonido, sus caracteristicas, su propagacion,
el oido y la audicién; en dptica se estudiaran las caracteristicas del movimiento
ondulatorio, la radiacion electromagnética, el ojo y la vision.

Recuerda que es importante mantener una actitud cientifica en todo momen-
to, lo lograras si te preguntas qué sucede y como sucede cuando observes
alguna de las actividades que realizas o los fendmenos que suceden a tu
alrededor, tanto en tu escuela como en los lugares que acostumbras frecuen-
tar. Si no tienes las respuestas, investiga, pregunta, busca libros o articulos
relacionados con el tema; una vez que tengas suficiente informacién, analiza-
la, si es posible, con la asesoria de tu docente y trata de llegar a una conclu-
sidn sobre los cuestionamientos que te hayas hecho.

Te damos la bienvenida, esperamos que el libro te agrade y lo aproveches,

este es el Ultimo ano que estaras en Telesecundaria, disfrutalo, realiza tu me-
jor esfuerzo y contindia aprendiendo.
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Capitulo 1
HORIZONTES DE LA FISICA

Desde la utilizacidn de las palancas simples hasta el uso de la energia atomi-
ca, el hombre ha ido aprendiendo y aplicando las leyes de la fisica, lo impor-
tante ha sido observar, planear, experimentar, comprobar, rechazar, unay otra
vez, cada fendbmeno o conocimiento hasta aceptarlo, o bien descubrir otros
nuevos, lo importante es aprender.
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PRESENTACION

Corresponde a la sesién de GA 1.1 MAS FISICA

La fisica forma parte de las ciencias encargadas del estudio de la naturaleza,
ésta se aboca al estudio de la materia y las transformaciones de la energia.
Introducirse en el estudio de esta ciencia es importante porque a través de
ello se puede apreciar y comprender el funcionamiento de instrumentos, apa-
ratos y maquinas utilizados cotidianamente, los cuales tienen como funda-
mento principios fisicos. Algunos de éstos son abordados en este curso de
fisica, cuyos contenidos estan organizados de tal forma que los primeros sean
la base para los contenidos siguientes, es decir, tienen una secuencia.

Conocer de antemano los temas que se van a tratar a lo largo del afno sirve
para tener una idea general del contenido del curso, éste se divide en ocho
nucleos, en donde se habla de las caracteristi-
cas de los solidos y del comportamiento de los
fluidos (liquidos y gases) en reposo y movimien-
to, asi como de algunos principios interesan-
tes entre los que se encuentran el de Pascal y
el de Arquimedes, los cuales se han utilizado
en la elaboracion de algunos juguetes.

El termdmetro es un instrumento muy utilizado
y conocido por el individuo desde que es nino;
a lo largo del curso se apreciara que calor y
temperatura son conceptos diferentes y a pe-
sar de ello es muy comun utilizarlos indistinta-
mente como si fueran sindnimos; también se
conoceran algunas escalas para medir la tem-
peratura, las formas de transmision del calor, la aplicacién de las leyes de la
termodinamica en forma practica, la influencia del calor en la dilatacién de los
cuerpos y el comportamiento y aplicacion del calor en general.

En otros nucleos se estudiaran la electricidad y el magnetismo, fendmenos fisi-
cos que se utilizan cotidianamente en forma mecanica, es decir, sin reparar en
ellos, como al encender la luz o prender y apagar cualquier aparato eléctrico.

Aqui se identificara:

Una corriente eléctrica, un electrdélito, un conductor, un aislante, una bateria o
pila, un iman; la relacién existente entre la electricidad y el magnetismo y su
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aplicacion en motores y generadores; algunas leyes como: la de Ohm, Joule
y Coulomb, entre otras.

Mas adelante se hablara sobre acustica, parte de la fisica muy relacionada
con el sentido del oido; encargada de estudiar el sonido en general, es decir, el
sonido como un movimiento ondulatorio, su velocidad, propagacién, cualida-
des, instrumentos musicales como parte de su aplicacion y el funcionamiento
del oido (audicion).

Finalmente se abordara un tema muy interesante: la éptica, donde se trata lo
referente a la luz en forma general, su naturaleza, velocidad, fenébmenos lumi-
nosos, asi como la aplicacion de espejos y lentes en aparatos opticos, la des-
composicion de la luz, el funcionamiento del ojo y la vision.

-+ foco
secundario

protector g
contrapeso de luz 42
ajustable /

extremo
intercam-
biable de la
estructura

telescopio
buscador

lamina del
protector del espejo

E. espejos
secundarios

espejo

primario
(3.8 metros)

espejos ' * §
secundarios i : 3

anclaje
norte
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Los conocimientos que se trataran en este
curso te serviran para entender el funciona-
miento de algunos aparatos como: el radio, la
television, el microscopio y los telescopios mas
potentes utilizados en la actualidad.

El contenido del curso da ciertos elementos
para comprender algunos fendmenos, que
pueden ser utilizados para beneficiar a la co-
munidad cuando sean empleados adecuada-
mente, ademas, se pueden planear visitas a
museos e industrias.

FINES DEL CURSO

Corresponde a la sesion de GA 1.2 SIGUE UN CAMINO

Los conocimientos que forman una ciencia se han ido acumulando a través
del tiempo, con base en las investigaciones realizadas por muchos hombres
a los que se denomina cientificos.

Los primeros hombres de ciencia obtuvieron estos logros gracias a la obser-
vacion constante y continua que realizaron de la naturaleza y del universo
en general; de sus observaciones, elaboraban preguntas, de éstas se des-
prendian suposiciones del porqué
acontecian esos fendmenos, luego
de razonarlas algunos formularon
conclusiones que eran aceptadas
como verdaderas; con el paso del
tiempo los cientificos utilizaron en sus
investigaciones, ademas, la observa-
cion y las hipétesis, la experimen-
tacion y el registro de datos para
analizar y sacar conclusiones, |o
que permitid desechar varias teorias
ya establecidas, ya que al tratar de comprobarlas, los resultados obtenidos no
coincidian con las suposiciones y conclusiones elaboradas en un principio.

De esta forma, los conocimientos cientificos pueden ser comprobados por
cualquier persona interesada, que siga un procedimiento adecuado para
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llegar a ellos, es decir, se puede hacer ciencia siguiendo y adecuando los
conocimientos a las necesidades que presente el fendmeno en estudio.

Por ejemplo:

“Torricelli era ayudante de Galileo y observé como éste intentd vanamente
crear el vacio tirando de un pistdon encerrado en un cilindro, esto llamo la
atencion del joven Torricelli, quien mas tarde se empeno en descubrir la razén
por la cual la naturaleza se resistia a la creacidn del vacio, para este propésito
mando preparar dos tubos de vidrio de un metro y quince centimetros, cerra-
dos en un extremo. Después de llenar cada tubo con mercurio (al que llamaba
azogue), puso un dedo en los extremos abiertos e invirtié los tubos para intro-
ducirlos en un recipiente con mercurio, el cual descendié de los tubos hasta
unos 78 centimetros por encima de la superficie del metal que llenaba el reci-
piente.

Torricelli declaré que el espacio vacio comprendido entre la parte superior del
tubo invertido y la columna del metal era un vacio, pues resultaba imposible
que hubiera entrado algo alli cuando descendié el mercurio, también expli-
c6 que la fuerza que mantenia al metal en las columnas era la presién del aire,
esto condujo a la invencién del barémetro.”’

De lo anterior, se puede decir que la observacion hecha por Torricelli fue sobre el
experimento de Galileo relacionado con el vacio; experimentd con los tubos de
vidrio llenos con mercurio, analizé los datos que tenia al deducir que el espacio en
los tubos era el vacio y aplico este conocimiento en la invencion del bardmetro.

En este curso se pretende desarrollar, por medio de
las actividades, la capacidad de observacion en for-
ma sistematica y la comprobacion de los fenéme-
nos fisicos que suceden a su alrededor, poniendo
especial atencion a los relacionados con los conteni-
dos de tercer grado, asi como la aplicacion en bene-
ficio de su comunidad o poblacion.

La fisica esta al alcance de todos, porque la ciencia
no es exclusiva de unas cuantas personas, ni tan ri-
gurosa y formal como generalmente se cree, ya que
ha surgido como consecuencia de las actividades
humanas; dando como resultado el desarrollo de la
tecnologia que forma parte de la vida cotidiana y que
cada dia tiene un mejor y mayor avance.

' Greene, Gay E., 100 grandes cientificos, 2a. ed., México, Diana, 1967.
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También, dentro de los propdsitos, es importante reflexionar sobre la forma
mas eficaz de explicar los conocimientos de fisica para prevenir y eliminar
los procesos contaminantes, que degradan a grandes pasos las bondades
que el planeta Tierra le ha brindado al ser humano.

EXPERIMENTACION

Corresponde a la sesién de GA 1.3 SIEMPRE SE PUEDE

La experimentacién es un paso muy importante dentro de la investigacion
cientifica, que sirve para comprobar las hipotesis y teorias planteadas.

Los grandes cientificos como: Galileo Galilei, Evangelista Torricelli y Roberto
Boyle, entre otros, formularon gran cantidad de hipotesis y procedieron a su
comprobacién por medio de la experimentacion para reafirmar o desechar
sus teorias.

Segun Galileo se aprende acerca de la naturaleza mediante la observacion y
la experimentacion, él vivio de 1564 a 1642, en esa época no se disponia de
muchos aparatos o utensilios que ahora son de uso comun, como: el radio, la
television, una olla de presién, recipientes de vidrio resistentes al calor, una
estufa de gas o tal vez hasta una computadora; pero no por ello dejé de expe-
rimentar, ya que utilizé su ingenio en aprovechar todo lo que le rodeaba para
aplicarlo en la experimentacion, y con ello lograr que sus hipotesis fueran
aceptadas o rechazadas. Entre sus principales logros esta el haber construi-
do un telescopio, y con ayuda de él escribio su libro Dialogos sobre dos nue-
vas ciencias, publicado en 1638.

Es importante que la observacion se realice con sumo cuidado, porque un
fendmeno ya estudiado, al producirse, puede comportarse de diferente for-
ma, lo cual, lo convierte nuevamente en objeto
de estudio, llevando al investigador a formular
una nueva hipotesis sujeta a la experimentacion
y comprobacion, determinando de esta mane-
ra, si la teoria o ley formulada con anterioridad
a ésta se modifica, desecha o queda igual.

De lo anterior se deduce que toda ley o teoria
esta sujeta a cambios, es decir, a ser modifica-
da o desechada, siempre y cuando existan da-
tos suficientes que lo permitan.
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Para experimentar hay que tomar en cuenta lo siguiente:

a) Las actividades experimentales se pueden llevar a cabo dentro y fuera del
laboratorio. Si no hay el material que se pide para realizar determinada
practica se tiene que sustituir, si es posible, por otro que tenga la misma
funcion que el que se pide, recordando que lo importante es comprobar la
teoria o ley.

b) Siempre se debe tener un propdsito claro, es decir, una hipotesis a com-
probar.

c) Dentro de un laboratorio existen las instalaciones necesarias para llevar a
cabo la experimentacion, y si se cumple con las normas de seguridad, ésta
se debe desarrollar sin contratiempo alguno.

d) Sila experimentacion se lleva a cabo fuera del laboratorio estas normas no
varian mucho, y si es necesario, aumentar las precauciones durante el de-
sarrollo de la misma, ya que las instalaciones no seran las adecuadas.

PROYECTO

Corresponde a la sesiéon de GA 1.5 EN BUSCA DE UNA META

Cuando se presenta un problema a resolver, la mayoria de las veces se actua
sin pensar en qué obstaculos se presentaran, el tiempo que tardara en encon-
trarse la solucion y con qué se cuenta para hacerlo, simplemente se empieza
a tratar de solucionarlo; y si se consigue hacerlo, la mayoria de las veces no se
tiene el cuidado de tomar nota de cdmo fue que se hizo y qué experiencias
se realizaron, solo se toma en cuenta que ya esta resuelto.
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La desventaja es, que si vuelve a presentarse el pro-
blema, habra que repetir todo el proceso, y se corre
el riesgo de no poder resolverlo en la siguiente oca-
sion.

Una forma correcta de hacerlo es planear la forma de
resolverlo. Esto implica tomar en cuenta: qué hacer,
cdmo, para qué, quiénes participaran, las tareas a
realizar, los medios con que se cuenta y el tiempo
para hacerlo.

Una vez planeado el proyecto, se pro-
cede a su ejecucion y paralelamente
a la anotacion de los resultados obte-
nidos, se debe tomar nota, tanto de
los que se buscaban como de los in-
esperados.

A continuacion se procede a la eva-
luacion de los resultados, lo que ser-
vira para saber si, “el qué hacer” plan-
teado es correcto o no.

No siempre se puede encontrar la solucién al problema, habra ocasiones en
que los resultados sean contrarios a los que se esperaban, sin embargo, ha-
bra que sacar el mayor provecho posible a esto, como lo demostré Enrique
Cavendish (1731-1810), quien al tratar de demostrar la teoria del flogisto, en-
contro lo que él llamé “aire inflamable”, al que posteriormente Lavoisier llamé
hidrégeno, que significa formador de agua.

Finalmente, se elaborara un informe en el que se explique el problema a resol-
ver, para qué se quiere resolver, como se pensaba resolver, el disefio del pro-
yecto, cOmo se ejecutd y el analisis de los resultados obtenidos. No debe
olvidarse anotar las problematicas que surgieron durante la experimentacién
y la forma como se resolvieron.

Nota: si existe alguna duda de cémo realizar un proyecto, se sugiere consultar los
articulos correspondientes en los libros de Conceptos Bdsicos de las asignaturas aca-
démicas de primero y segundo grados.
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Capitulo 2
CUERPOS SOLIDOS Y FLUIDOS

Los solidos son cuerpos cristalinos formados por atomos, iones y moléculas.
Se llaman fluidos a los liquidos y gases, aunque cada uno tiene propiedades
particulares que los hacen muy diferentes entre si. Fueron estas propieda-
des las que motivaron a Pascal, Arquimedes y otros investigadores a experi-
mentar para lograr entenderlas, gracias a sus teorias, podemos estudiar en
este capitulo temas como la cohesién, adhesion, tension superficial, capilari-
dad, viscosidad, etcétera.

305

‘ TS/AA/CB/3/V.1/P-293-372.PM7.0 305 3/12/083, 4:14 PM ‘ f



‘ TS/AA/CB/3/V.1/P-293-372.PM7.0 306

CARACTERISTICAS DE LOS SOLIDOS Y FLUIDOS

Corresponde a la sesién de GA 2.7 ; COMO SON?

Desde tiempos remotos, el hombre ha observado que la naturaleza de las
cosas que lo rodean es variada, es decir, que presenta diferentes caracteristi-
cas fisicas; distingue que el agua de un rio o de la lluvia es distinta a un cristal
0 una roca; éstos, a su vez, son diferentes del humo emitido por un volcan o
por el vapor que escapa de la superficie de un lago.

SOLIDO LIQUID GAS

De hecho, estos tres estados fisicos de la materia: solido, liquido y gaseoso,
que el hombre distinguié en su entorno, son algunos de los estados en que la
materia se encuentra en el universo.

Todo aquello que impresiona nuestros sentidos, ocupa un lugar en el espacio
y tiene masa, se define como materia, y puede presentarse en alguno de es-
tos tres estados fisicos.

La materia puede clasificarse, por su comportamiento mecanico, en dos gru-
pos, que son: solidos y fluidos; estos ultimos engloban todos aquellos cuer-
pos que pueden fluir, es decir, liquidos y gases; aunque a la vez, presente
caracteristicas diferentes entre si.

Toda la materia presenta una serie de caracteristicas que, dependiendo del
estado fisico en el que se encuentre, se hacen mas notables; asi, los solidos
poseen: dureza o rigidez, tenacidad, elasticidad, maleabilidad y ductilidad; en
los liquidos y los gases se presentan caracteristicas como: la fluidez, comun a
ambos, y la compresibilidad?, que se manifiesta Unicamente en los gases.

2 Para fines practicos, no se considera la caracteristica de compresibilidad en el caso de los
solidos y los liquidos.
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Otras caracteristicas de la materia y que son comunes en estos estados fisi-

cos son: volumen, masa, forma y densidad.

‘ TS/AA/CB/3/V.1/P-293-372.PM7.0 307

ESTADO FISICO
Caracteristica Sélido Liquido Gas
1. volumen definido definido indefinido
2. masa constante constante constante
3. densidad alta alta baja
4. dureza o rigidez presente nula nula
5. compresibilidad no no si
6. forma propia la del recipiente la del recipiente
que lo contiene que lo contiene
7. fluidez nula elevada elevada
SOLIDOS Y FLUIDOS

Corresponde a la sesién de GA 2.8 A SIMPLE VISTA

La materia existe como tal, gracias a un fendmeno que se presenta entre sus
moléculas; dicho fendmeno se conoce hoy en dia como la accion de fuer-
zas intermoleculares. Estas fuerzas son de dos clases: de atraccion y de
repulsion.

Las fuerzas intermoleculares, segun sea su naturaleza, pueden ser de diferen-
tes tipos: de atraccién idnica, atraccion dipolo-dipolo, enlace metalico y enla-
ce idnico, entre otras. En general, a este tipo de fuerzas que actdan entre las
moléculas se les denomina fuerzas de cohesidn, y son las que determinan
las propiedades de sélidos y fluidos.

Ahora se pretende determinar las caracteristicas de forma, dureza y fluidez,
tanto de sélidos como de fluidos. Estas caracteristicas son el producto de la
disposicion molecular, consecuencia de las fuerzas de atraccion y de repulsion.
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La dureza, también conocida como rigidez, es la resistencia que opone un
cuerpo con base en un experimento: a ser rayado por otro. Desde el siglo xvi,
Mohs (1804) establecié una escala de dureza; ésta consistia en acomodar
diez cuerpos minerales, de tal modo que uno era capaz de rayar a los que le
seguian. En la escala resultante, el diamante se considera como la sustancia
mas dura y ocupa el primer lugar, en tanto que el talco ocupa el décimo lugar.

Forma: Los sdlidos, en particular, son los cuerpos que presentan una forma

definida, sin necesidad de ser depositados en un recipiente; esta
caracteristica es consecuencia de las fuerzas de atraccién que hay
entre sus moléculas;dado que dichas fuerzas son grandes y los es-
pacios intermoleculares que las separan son minimos, las moléculas
apenas pueden vibrar, mas no desplazarse. Las fuerzas de repulsion
son tan pequenas que se les considera nulas. Otro factor que deter-
mina que los sélidos presenten una forma definida es la poca energia
cinética (movilidad) que presentan sus moléculas.

Dureza: La dureza de un sélido siempre es mayor que la de un fluido; esta

caracteristica se debe a su arreglo o disposicién molecular, la cual,por
lo general, se encuentra en paquetes con un ordenamiento geome-
trico que se repite en todo el cuerpo del sélido; el ordenamiento puede
de ser de seis tipos diferentes, a saber: clubicos, tetragonales,mono-
clinicos, rombicos, triclinicos y hexagonales. En cada una de estas
disposiciones, las fuerzas de atraccion son tan fuertes entre las mo-
Iéculas que oponen gran resistencia a ser separadas, es decir, las
moléculas tienden a conservar su lugar.
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Los liquidos no presentan dureza, aunque sus moléculas se encuentren muy
cercanas entre si. La falta de dureza de los liquidos se debe a que las fuerzas
de atraccion se presentan con la misma intensidad que las fuerzas de repul-
sién, y las moléculas no forman ordenamientos geométricos; como las fuer-
zas se encuentran equilibradas, las moléculas se pueden mover de un lugar a
otro, sin oponer resistencia.

Los gases, al igual que los liquidos, no presentan dureza, pero en aquéllos
las moléculas se encuentran separadas por grandes distancias: las fuerzas
de atraccion son nulas; en cambio, las fuerzas de repulsidon son muy gran-
des, de aqui que las moléculas se encuentren separadas y se puedan mover
libremente sin cumplir ninguna restriccion impuesta por un ordenamiento
geomeétrico.

Fluidez: La fluidez, que presentan tanto liquidos como gases, es una caracte-
ristica que esta estrechamente ligada a las fuerzas de atraccion y de
repulsidon que existen entre las moléculas. Se dice que un cuerpo
presenta fluidez cuando las fuerzas de repulsion entre las moléculas
son iguales o mayores que las fuerzas de atraccion; esto es, que
sus moléculas se pueden desplazar libremente. Por estas particula-
ridades, los solidos no presentan fluidez, sus moléculas no tienen
desplazamientos, y las fuerzas de atraccion son muy superiores a
las fuerzas de repulsion, teniendo como causa el compactamiento
de dichas moléculas.

Los liquidos y los gases, como es de suponer, si presentan la caracteristica de
fluidez, ya que en los liquidos las fuerzas de repulsion son de igual magnitud
que las fuerzas de atraccion vy, en los gases, las fuerzas de repulsion son
superiores a las fuerzas de atraccién, las moléculas se pueden desplazar y
este desplazamiento es una condicidén necesaria para la fluidez.

Sélido Liquido Gas

Forma propia la del recipiente indefinida

que lo contiene

Dureza presente nula nula

Fluidez nula elevada elevada

Forma, dureza y fluidez de sélidos, liquidos y gases.
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LIQUIDOS Y GASES

Corresponde a la sesién de GA 2.9 ,CUAL ES CUAL?

Los gases poseen una caracteristica muy particular que no presentan los li-
quidos ni los sélidos, esta caracteristica es la compresibilidad. Un gas puede
ser comprimido mediante la aplicacidon de una fuerza (presion).

Demostracién de la compresibilidad de un gas al ser
sometido a una fuerza.

Otra caracteristica de todos los gases es no poseer un volumen constante o
fijo, ya que el gas tiende a ocupar el volumen del recipiente que lo contiene.

16 kg O, 8kg O,

Una masa de gas determinada tiende a ocupar
el volumen del recipiente que lo contiene.

Las caracteristicas de los gases se han comprendido mejor a partir del siglo
XIX, a medida que el hombre fue descubriendo y acumulando informacion que
explica el porqué un gas tiende a ocupar un maximo de volumen y por qué, si
la presion aumenta, su volumen disminuye si se conserva constante su tem-
peratura.

Este entendimiento de las caracteristicas de los gases se fundamenta en la
teoria cinético-molecular. Ahora se veran de manera somera las ideas princi-
pales de dicha teoria, para entender los fendmenos de compresibilidad y vo-
lumen en un gas.
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Teoria cinético-molecular

a) Cualquier gas se encuentra formado por particulas diminutas, atomos o
moléculas, mismos que se hallan separados por grandes espacios, si los
comparamos con el tamano de los elementos anteriores.

0 0]
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b) Todas las moléculas de un gas se encuentran en continuo movimiento, en
todas direcciones, ocupando el volumen del recipiente que las contiene.
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c) En las moléculas de un gas las fuerzas de atraccidn existentes son nulas.

d) Los choques de las moléculas entre si 0 con las paredes del recipiente son
perfectamente elasticos, dichos choques con el recipiente ocasionan la
presion que ejerce el gas.
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Estos puntos de la teoria cinético-molecular se deben cumplir, de lo contrario
las moléculas del gas se desacelerarian, perdiendo sus caracteristicas.

Del estudio de esta teoria se puede comprender por qué un gas no posee un
volumen definido, es expandible, y susceptible de ser comprimido.

Cuando un gas se comprime sus moléculas se acercan entre si y reducen
sus espacios libres y en consecuencia las fuerzas de atraccion aumentan, és-
tas pueden llegar a ser tan intensas como las fuerzas de repulsion, cuando
estas fuerzas se igualan bajo una presién o disminucién de la temperatura, el
gas se transforma en liquido.

La teoria cinético-molecular también puede aplicarse al estudio de algunas
caracteristicas de los liquidos, como son el volumen y la compresibilidad. Los
puntos de esta teoria aplicados para los gases, se utilizardn con pequenas
modificaciones para el estudio de los liquidos; asi tenemos que:

a) Todos los liquidos estan constituidos por moléculas que se encuentran mas
proximas entre si que en los gases.

b) Las moléculas de los liquidos siempre se encuentran en continuo movi-
miento, aunque no tan libre como el movimiento de las moléculas de un
gas, pero suficiente para permitirles desplazarse unas sobre otras, adqui-
riendo la forma del recipiente que los contiene.
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c) Las moléculas de los liquidos se ven sometidas a dos fuerzas equilibradas,
que son las fuerzas de atraccion y de repulsion. Las moléculas se atraen
pero no con una fuerza que las mantenga unidas de una manera rigida.

O-»<0O

Bajo estos puntos se pueden comprender las caracteristicas de volumen y
compresibilidad para los liquidos.

Se dice que un liquido posee un volumen determinado porque sus moléculas
como estan en contacto siempre, no aumentan ni disminuyen sus espacios
internos moleculares, lo que le da un volumen constante.

-
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Por lo que respecta a la compresibilidad, los liquidos son practicamente
incompresibles cuando las moléculas se encuentran en contacto; bajo la pre-
sion de grandes fuerzas apenas se logra una compresibilidad minima, carac-
teristica que se aprovecha en el uso de la prensa hidraulica, y en el funciona-
miento de los frenos hidraulicos de los vehiculos. Para efectos practicos a los
liquidos se les puede considerar incompresibles.

O

Los liquidos son practicamente incompresibles aun bajo grandes presiones.
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PRESION EN SOLIDOS Y LIQUIDOS

Corresponde a la sesién de GA 2.10 jQUE AGUANTE!

Pocas veces se piensa en la presion que ejerce la atmosfera sobre el cuerpo
humano. Debido a esta presion los liquidos ingeridos y la sangre que corre
por las venas, no brotan por los poros de la piel. Por otra parte, es posible
introducir una tachuela en la pared con sélo presionarla un poco, pero no
sucede lo mismo con un clavo, el cual necesita para introducirlo en la pared,
un martillo, con el que al golpearlo, se ejercera la presion necesaria para lo-
grarlo.

Estos casos son ejemplos de cdmo actua la presion en los solidos. Para com-
prender mejor este tema, es necesario que se defina qué es la presion y los
elementos que la modifican.

Presion en sodlidos

Si se considera un cuerpo solido, por ejemplo un bote lleno de tierra o cemen-
to, cuyo peso es igual a F y se coloca en un recipiente lleno de arena suave,
se observa que en posicidon horizontal (acostado) se sume menos que si es
colocado en posicion vertical (parado).

L

[y [V

Esto es debido a que, en el primer ejemplo, existe mayor superficie de contac-
to que en el segundo ejemplo, por tanto, se puede concluir que

— La presién aumenta al disminuir la superficie de apoyo.

— La presion disminuye al aumentar la superficie de apoyo.

— La presion esta en relacion directa con la fuerza que ejerce un cuerpo
sobre una superficie determinada y en relacidn inversa al area sobre la
que se ejerce esa fuerza.

La presion se puede representar matematicamente como:

E P = presién
P= A en donde F = fuerza
A = superficie
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Unidades de presion

Las unidades de presidn se obtienen relacionando las unidades de fuerza
entre las unidades de superficie o area.

Fuerza Superficie Presion

N m? N _ Pascal (Pa)
m2

también sera util la siguiente igualdad:
m kg xm
kg = 1kgx9.81 2 = 9,81 98_2 =9.81N
es decir 1 kg = 9.81 N
Ejemplos

1. ({Qué presion ejercera una fuerza de 250 N sobre una superficie de 4 m??

Datos Formula Sustitucion  Operaciones Resultado
N

F=250N P=r p=20N  20_g5 pP=6257p

A=4m? m

P=7 P =62.5Pa

2. Obsérvese qué sucede si manteniendo constante la fuerza se disminuye la
superficie:

&Qué presion ejercera una fuerza de 250 N sobre una superficie de 2 m2?

Datos Formula Sustitucion Operaciones Resultado
N
F=250N P=Ff  p-250N 20 _ 125  P=125—
A=2m? A 2 m? 2 m?2
P=2? P =125 Pa

Obseérvese que la misma fuerza (250 N) aplicada a una superficie menor au-
menta la presion.
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3. Ahora véase lo que ocurre si se mantiene constante la fuerza y se aumenta
la superficie.

&Qué presion ejercera una fuerza de 250 N sobre una superficie de 6 m??

Datos Formula Sustitucion Operaciones Resultado

F=250N P=F p =2%0N 250 _ 4166 P=41.66- "
A=6m? A 6 m? 6 m?2
P=27 P = 41.66 Pa

Noétese como en el segundo caso (2) la presién aumenta al disminuir la super-
ficie de aplicacion de la fuerza, y en el tercer caso (3) la presion disminuye al
aumentar la superficie en la que se distribuye dicha fuerza.

Presion en los fluidos

La distribucion del agua en las ciudades y en las casas, la construcciéon de
submarinos y de accesorios para los deportes acuaticos, requieren del cono-
cimiento sobre el comportamiento de la presién que ejercen los fluidos, y por
ello deben disenarse para resistir la presion correspondiente.

Recordando una caracteristica de los fluidos que dice: “las fuerzas que ejerce
un fluido son perpendiculares a las paredes del recipiente que lo contiene”,
puede observarse que al perforar el recipiente, el liquido fluye rapidamente
debido a que la presidn ejercida es perpendicular a la pared. Esa fuerza o
presion es producida por el peso del liquido y aumenta a mayor profundidad
en el recipiente. En los gases se considera despreciable el peso de los mis-
mos a una atmaosfera de presion. El peso es la fuerza de atraccion que ejerce
la Tierra sobre la masa de los cuerpos. Por lo que se puede calcular el peso
de un cuerpo multiplicando su masa por la aceleracién de la gravedad. Asi se
tiene que:

M - P peso = masa x aceleracién de la gravedad
[ R
R
- —
~-1— - . p=mxg
_ a— — |-
/‘| . A
~d LVl Z
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En el esquema se representa un recipiente, de area A y una altura h, con un
liquido de peso especifico Pe. El peso especifico es el peso de la unidad de
volumen de ese cuerpo. Se necesita calcular la presién que ejerce el liquido
sobre el fondo del recipiente, para lo cual se tiene que:

de acuerdo con la definicién de peso, se tiene que una formula para calcular
el peso es:

donde p = peso
Pe = peso especifico
v = volumen

y si la féormula para calcular el volumen es:

v=A x h ... 2)
donde v = volumen
A = area
h = altura

por lo tanto, sustituyendo (2) en (1) tenemos:

y si el peso es una fuerza, tenemos entonces que p = fuerza, y si la féormula
para calcular la presion es:

Presion = L 4)
A

Para calcular la presién en el fondo so6lo hay que dividir la fuerza (p) entre la
superficie.

sustituyendo (3) en (4) tenemos:

Pe x A xh

317

‘ TS/AA/CB/3/V.1/P-293-372.PM7.0 317 3/12/083, 4:14 PM



efectuando la division nos queda:

que es la expresion que se usa para determinar la presion de un liquido en el
fondo de un recipiente:

P=Pexh
en donde P = presion
Pe = peso especifico
h = altura
Ejemplo:

Calcular la presion en el fondo de un lago cuya profundidad es de 15 m.

El peso especifico del agua es 1.0 9  =1000 k_93

cm? m
Datos Formula Sustitucion
P =2
Pe =1 000 K9_ P=pexh p=1000K9 x15m
cm3 m?3
h=15m
Operaciones Resultado
P=15000 %9 x M = 15000 K9 P=15x10* K
m m m

Para convertir las unidades de presion ob’[enidask—g2 a pascales (Pa) se
m
realiza la siguiente operacion:

15x10° K9 L gg kﬂ =147x10* N = 147x100 N
m g

m? m?

por lo que la presion expresada en pascales es 1.47 x 10° Pa.
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NOTA: en estos célculos no se considerd, para fines practicos, la presion ejercida
sobre el agua por la atmosfera.

DETERMINACIéN DE LAS PROPIEDADES Y PRESION
DE LOS LIQUIDOS

Corresponde a la sesiéon de GA 2.11 PARECIDOS PERO MUY DIFERENTES
Fluidez

Una de las caracteristicas de los liquidos se observa cuando llueve: el agua
cae en gotas, lo que da origen a los pequenos o grandes chorros que forman
posteriormente las corrientes de agua que van a dar a los arroyos y rios, y a su
vez éstos aumentan los caudales de las presas, lagos o mares; se dice que el
agua fluye con rapidez. Si no existen mareas o viento se puede observar que
la superficie del liquido es plana y horizontal.

Es importante notar que los campos de riego se construyen aprovechando
los diferentes niveles del terreno, y el depdsito o represa se sitla en la parte
mas alta para que fluya el agua con mayor rapidez.

Superficie de un liquido

Al construir una casa o colocar un piso, se constata que las paredes y el piso
queden verticales y horizontales, respectivamente, para evitar desniveles de
fatales consecuencias. Los albaniles aprovechan una propiedad de los liqui-
dos que se manifiesta en su superficie, la cual es plana y horizontal, para ello
utilizan dos dispositivos: uno llamado nivel, el cual puede ser de madera o
metal, que tiene hasta en tres de sus caras pequenos tubos con capsulas
curvas inyectadas con un liquido y una burbuja de aire que se mueve al pre-
sentarse un desnivel, y queda dentro de las marcas cuando se presenta la
verticalidad u horizontalidad deseadas.

o N

NSNS

NIVEL
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El otro dispositivo se construye con una manguera translicida y agua, la cual
indica el mismo nivel en los extremos, sin importar que tan irregular sea el
terreno a nivelar, el Unico requisito es que coincidan en un punto senalado,
porque la superficie del liquido es plana y horizontal.

Para la distribucién del agua en una poblacién o en una casa, se utiliza el
principio de los vasos comunicantes: la instalacion del depdsito principal se
realiza en la parte mas alta del terreno o en la azotea de la casa para que el
agua se distribuya por la diferencia de niveles.

Abastecimiento de \)
Agua Potable

Cuando los recipientes que contienen un liquido se comunican entre si, pre-
sentan una superficie plana, horizontal y colocados a la misma altura, sin im-
portar su forma y capacidad, esto se aprovecha en la instalacién de tinacos
para el almacenamiento de agua o bien en depdsitos de gasolina o petrdleo.

Nivel liquido

e Indicador

r
——— —— — — — — O — — — it —

VASOS COMUNICANTES
Presion en un liquido

- lo—Caldera

La presidn que ejerce un liquido en el fondo de un recipiente varia con la
profundidad, a mayor profundidad mayor presién, a menor profundidad me-
nor presion; esto sin considerar la presion ejercida por la atmosfera, que com-
parada con la del agua a mayores profundidades es minima. Esta es la razén
por la cual el hombre no puede bajar a niveles profundos en los océanos.
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Debido a que la presién aumenta considerablemente con la profundidad, el
hombre ha tenido que construir diversos aparatos y dispositivos, como el sub-
marino, para poder explorar los océanos y otros lugares en los que se tenga
que sumergir en grandes profundidades marinas.

Hidrometro de Boyle
El hidrometro de Boyle nos permite determinar el peso especifico de los liqui-

dos y se construye aprovechando la presion que ejercen los liquidos en el
fondo de un recipiente.

P=pexh

“ ”»

El hidrometro es un tubo en forma de “y”, cuyos extremos paralelos se intro-
ducen en dos recipientes distintos, con liquidos diferentes, generalmente uno
contiene agua y su peso especifico es de 1 g/cm?y el otro, el liquido del cual
se desconoce dicho peso. Para poder determinarlo es necesario succionar
por el extremo superior, para que asciendan ambos liquidos. Podra notarse
gue ambos liquidos ascienden, pero estacionandose a diferentes alturas.

HIDROMETRO DE BOYLE

A continuacion se anotan las alturas alcanzadas por los liquidos en los dos
tubos.

Puesto que ambos liquidos se hicieron subir aplicando la misma fuerza, se
puede suponer que la presion que ejercen en el fondo de los recipientes es la
misma. Entonces, éa qué se debe la diferencia entre las alturas alcanzadas
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por dichos liquidos?, la respuesta tedrica puede ser: a que presentan diferen-
te peso especifico, esto se puede demostrar con el siguiente razonamiento:

La férmula para calcular la presion de un liquido, si se conoce su altura, es:

P=Pexh

La fuerza que se aplicé al succionar ambos liquidos es igual, por tanto, la
presion que ambos ejercen sobre el fondo del recipiente sera la misma, debi-
do aello:

donde P, sera la presion ejercida por el liquido del cual se desconoce su peso
especifico y P es la presion ejercida por el agua, por lo que:

Pe, x h, =Pe; x hy

entonces, despejando Pe,, nos queda:

Pe, = % y si Pe,= 1 g/cm?, entonces:
A

Pe, = % para calcular el peso especifico desconocido.
A

donde:

h; = altura del agua.

h

, = altura del otro liquido.

PRINCIPIO DE PASCAL

Corresponde a la sesiéon de GA 2.12 CERCA O LEJOS

A cualquier parte donde se vaya, sobre la superficie de la Tierra siempre ha-
bra aire, ipor fortuna!, esto se debe a que los fluidos tienden a ocupar los
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recipientes que los contienen y el aire es un fluido. Lo mismo sucede en los
océanos, lagos, albercas, mientras se esté en ese espacio se encontrara agua.

Ahora bien, se recordara que los liquidos ejercen una presion en las paredes
del recipiente que los contiene; Blas Pascal observé el comportamiento de los
fluidos y senalé que “un fluido encerrado en un recipiente al aplicarle una
presion, dicha presion se transmite en todos sentidos y direcciones”. Para
comprobarlo utilizé la llamada jeringa de Pascal, que es un aparato de vidrio
constituido por una esfera perforada con un émbolo, la cual se llena con agua
y al aplicar una presion al émbolo, el liquido sale disparado en todos sentidos y
direcciones.

Esta propiedad se utiliza en el riego por aspersion.

Cuando este principio se aplica a dos columnas de liquido comunicadas en-
tre si, da lugar a la llamada prensa hidraulica, la cual aprovecha para su
funcionamiento que los liquidos transmitan la presién en todos sentidos y
direcciones.

La prensa hidraulica tiene dos émbolos que tienen la misma presion. Para
obtener una ventaja practica de este dispositivo pueden modificarse las areas
de los émbolos que la forman.

<4 > <

)

| 4
v.v v vin vl

_fxa
F= A

Prensa Hidraulica
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Se llamara (S) al émbolo de mayor area y (s) al de menor. Si la presion se
transmite integra en todas direcciones y sentidos, entonces la presion ejerci-
da en ambos émbolos sera igual, por lo tanto:

la presion en el embolo menor sera P, = %

1

. . , F .
y la presién en el émbolo mayor serd P 2 = —2 entonces P, = P, sustituyen-
do, queda: 2

que es, la expresidon matematica que se utiliza para calcular la presion en una
prensa hidraulica.

En la actualidad, la aplicacién de la prensa hidraulica es extensa, utilizada por
ejemplo, en los empacadores de algodon, en los elevadores de las gasolineras,
en los gatos hidraulicos, en los frenos hidraulicos o en las troqueladoras, esto
permite que con una fuerza pequena, como por ejemplo, pisar el freno de un
trailer para detenerlo con sélo accionar una palanca, troquelar pijas metali-
cas, hebillas, estoperoles, etc. Ademas, la prensa hidraulica puede ser usada
como una maquina simple y su ventaja se observa en el siguiente ejemplo:

Los émbolos de una prensa hidraulica tienen areas de 6 x 10 m? y® x 102 m?
&Queé fuerza puede elevarse por el cilindro mayor si se le aplica una fuerza de
117.72 N al cilindro menor?

Datos Formula Sustitucion
A, =6x10%m? R £ _3x102x117.72N

A A 27 6x 104 m?
A, = 3x102m? ? ! §
F,=N Fo_ AXF

2 A
F,=117.72N ‘
Resultado

F,=58.86x102N
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Para convertir las unidades expresadas en newtons a kilogramos fuerza se
divide el resultado entre 9.81 m/s?2 masa que se puede elevar en el émbolo
mayor

58.86 x 10° N
9.81 m/s?

F, = 6 x102kg = 600 kg

La ventaja de la prensa hidraulica estriba en que se obtiene una multiplicacion
de la fuerza aplicada proporcional al cociente de las areas de los émbolos
multiplicados por la fuerza.

Tonel de Pascal

Existe un dispositivo llamado tonel de Pascal, el cual per-
? mite comprobar cOmo se incrementa la presion de un li-
quido encerrado en un recipiente, conforme aumenta su
altura. Consiste en un barril de madera en el que se coloca
un tubo de didmetro pequeno de una longitud mayor de 8 m
’ de altura. Se llena el barril con agua y con un embudo se

— —

o~ | introduce la mayor cantidad de agua por el tubo. El barril
Ny no se romp,e por la cgntidad de agua que contiene sino
'Inﬂ por la presion que se incrementa al aumentar la altura del
TOANFI DF DAQ{‘,M__ |I,qUido'

FLOTACION Y PRINCIPIO DE ARQUIMEDES

Corresponde a la sesién de GA 2.13 jEUREKA!

(Como es posible que un avién de gran tamano sea mas seguro que uno
pequeno?, y {cOmo es que un barco entre mayor sea su tamano tiene menor
posibilidad de naufragar?

Arquimedes en el siglo Il de n.e., descubre al estarse banhando en su tinay al
sumergir sus piernas en el agua, que éstas aparentemente perdian peso y
podia moverlas con facilidad, su entusiasmo fue tan grande que salié gritando
iIEUREKA!, que significa lo encontré. Esta observacion le permitié determinar
el peso especifico de los cuerpos y con ello resolver el problema que le ha-
bian planteado en torno a la pureza de una corona de oro. Este principio que
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lleva su nombre responde a las preguntas anteriores y otras cuestiones masy
se expresa de la siguiente manera: “Todo cuerpo sumergido en un fluido reci-
be un empuije vertical hacia arriba, igual al peso del liquido desalojado”.

Principio en el cual esta basada la navegacion maritima y aérea.

Esto es facil de comprobar, si se coloca en una cubeta con agua un trozo de
madera se observara que flota, o si se quiere sumergir, se tendra que hacer
fuerza empujando la madera hacia abajo, hacia el fondo de la cubeta, lo cual
quiere decir que la madera esta recibiendo un empuje vertical hacia arriba,
que es el que se ha vencido al empuijar el trozo de madera.

‘ TS/AA/CB/3/V.1/P-293-372.PM7.0
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En la actualidad el valor del em-
puje puede ser medido por me-
dio de la balanza hidrostatica, la
cual consta de dos platillos en
equilibrio, uno de ellos es mas
corto que el otro. El platillo cor-
to tiene un pequeno gancho
donde se pueden colgar diferen-
tes objetos. Para usarla se ne-
cesita un marco de pesas y dos
vasos de diferentes tamanos, el
vaso mayor debera tener un pe-
queno pico por donde se pue-

Z| da verter el agua al derramarse;
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cuando se introduce un cuerpo en el vaso se desaloja una cantidad de agua
que serarecogida en el vaso pequeno, cuyo volumen tratandose del agua, sera
igual al peso del liquido y éste, igual al valor del empuje.

Recordar que 1 cm?® de agua pesa 1 g.

Las unidades de empuje son unidades de fuerza.

Para calcular el empuje conociendo el volumen del cuerpo y el peso especifi-
co del liquido, se utiliza la férmula:

Si el peso especifico es la relacion entre el peso del cuerpo y su volumen:

p = peso P
v = volumen Pe = a (2)
Pe = peso especifico

Y siladensidad esp = m (3) , despejando v, nos queda: V = m 4)

v p
ahorasi P = mxg (5), y si las férmulas (4) y (5) las sustituimos en la (2) nos
queda:

mxg _ mMXgXp
m m
P

P
Pe=_—_ = =gxp (6
v gxp (6)

Sustituyendo Pe = g x f (6) en la formula (1) tenemos:

Entonces, conociendo la densidad del liquido, el volumen del cuerpo y la
aceleracién de la gravedad, se obtiene el empuje del liquido.
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PRACTICA DE FLOTACION

Corresponde a la sesiéon de GA 2.14 ARRIBA O ABAJO

328
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Masa

Especifica

Kg/dm?®
Acero 76 - 78
Aluminio 2.70 Densidad Densidad
Bronce 84 - 87 a0°C a 0°Cy 760 Torr
Cobre 8.89 kg kg
Corcho 0.22- 0.26 dm? dm?®
Ebonita 115
Hielo 0.917 Agua 1.000 Aire 0.001 293
Hierro colado 70 - 77 Alcohol de grano 0.807 Argén 0.001 784
Hierro forjado 78 - 79 Alcohol de madera 0.80 CoO, 0.001977
Parafina 0.87- 0.9 Amoniaco Helio 0.000178 4
Plomo 11.34 Disulfuro de carbono | 1.293 Hidrégeno | 0.000 089 88
Vidrio (crown) 24 - 28 Eter 0.736 Nitrégeno 0.001 251
Vidrio (flint) 29 - 59 Gasolina 0.66 —0.69 N,O 0.001 978
Zinc 7.14 Mercurio 13.546 Oxigeno 0.001 429

Trementina 0.873 SO, 0.002 930
Las unidades de Pe pueden ser:
kg g kg
m?® cmd cmd

El aparato para medir el peso especifico de un liquido se llama densimetro.

Una de las aplicaciones diarias del principio de Arquimedes la realizan los
comerciantes y las amas de casa para comprobar si las verduras o los huevos
se encuentran en buen estado, para ello usan una cubeta con agua, en donde
los sumergen, y si dichos productos flotan, se rechazan, pues esto indica que
estan descompuestos o que inician su descomposicién.



‘ TS/AA/CB/3/V.1/P-293-372.PM7.0 329

La grata sensaciéon de flotar o nadar en un rio, lago o alberca se hace con
mayor facilidad en el mar donde la densidad del agua es mayor.

El fendmeno de flotacidn se presenta cuando existen entre los cuerpos densi-
dades distintas. Asi, el ser humano tiene generalmente un peso especifico
menor que 1 g/cm’ debido a lo cual puede flotar.

Los submarinos se construyen de tal manera
que su peso especifico sea menor que 1 g/cm?,
esto se logra llenando sus tanques de
flotamiento con aire; para que adquieran un
peso mayor se expulsa el aire y se llenan con
agua de mar, aumentando con ello su peso
especifico para poder sumergirse. Este princi-
pio se aplica en el Diablillo de Descartes, ex-
perimento que realizaste en las sesiones ante-
riores.

Diablillo de Descartes

Los aerémetros y densimetros son aparatos basados en el principio de
Arquimedes, constan de un tubo hueco con lastre en uno de sus extremos; el
densimetro se sumerge en el liquido objeto de la medicion.

Los densimetros tienen una escala vertical graduada en la cual se lee directa-
mente la densidad de los liquidos, las escalas estan hechas para determinar
las densidades de los diferentes liquidos y de acuerdo a eso reciben sus nom-
bres que pueden ser: pesaacidos, pesasales, alcoholimetros.
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Quiza se haya observado como se mide el acido de un acumulador para sa-
ber si la acidez de cada celda es la correcta para su funcionamiento. Al intro-
ducir el densimetro el nivel de la escala indica la densidad y con ello la con-
centracion del acido en el liquido, lo cual sirve al técnico para determinar el
funcionamiento del acumulador.

S S

Acumulador

ACUMULADOR

Asimismo, en los gases se puede constatar el principio de Arquimedes, razon
por la que se ha podido desarrollar la navegacién aérea, primero en los glo-
bos aerostaticos y luego en los aviones. El calentamiento de la atmdsfera se
lleva a cabo gracias a la diferencia de densidad del aire que sube las capas
calientes y baja las capas frias, esto ayuda grandemente a los amantes del
deporte de los planeadores.

PRESION ATMOSFERICA Y VACIO

Corresponde a la sesion de GA 2.15 NADA DE NADA

En la actualidad, el fendmeno de la presion atmosférica es conocido y puede
definirse como la fuerza que ejerce la atmdsfera sobre cualquier cuerpo o
superficie con la que esté en contacto. La atmdsfera esta constituida por una
mezcla de gases, los cuales tienen masa y por lo tanto son atraidos por la
Tierra, con una fuerza que es igual a su peso.

1 m® de aire a 0 °C y a nivel del mar pesa 1.2928 kg, es decir, su densidad sera
de 1.2928 kg/m".

Sin embargo, en el siglo xvil, no se conocian los efectos de la presion atmos-
férica, no obstante que se habia demostrado que el aire tenia peso. Al utilizar
una bomba aspirante para sacar agua de un pozo, ésta funcionaba bien cuan-
do la altura del pozo no era mayor de 10 m: la bomba funcionaba creando un

330

‘ TS/AA/CB/3/V.1/P-293-372.PM7.0 330 3/12/03, 4:14 PM



vacio, el cual, al abrirse la valvula del pistén, era ocupado inmediatamente por
el agua. Se decia que la naturaleza tenia horror al vacio, y que el agua cumplia
con esta creencia, cubriéndolo inmediatamente.

El hecho de que no se cumpliera esta “creencia”, por supuesto erronea, mas
alla de los 10m, llamo la atencion de Galileo y su discipulo Torricelli, siendo
este ultimo el que, por medio de varias experiencias, dio con la respuesta.

Torricelli utilizé para sus experiencias mercurio en vez de agua, de esta mane-
ra los tubos no tendrian que ser tan altos, ya que el mercurio es aproximada-
mente 13 veces mas “pesado” que el agua.

Uso tubos de 1 m de longitud aproximadamente, cerrados por uno de sus
extremos. En un recipiente coloco mercurio, con el que llen6 también uno de
los tubos, tap6 la boca del tubo lleno y lo invirtié, introduciéndolo en el reci-
piente. El esperaba que todo el mercurio descendiera, sin embargo, esto no
sucedid, el mercurio descendié solamente hasta un nivel, que media desde la
superficie de mercurio del recipiente, hasta la parte mas alta de la columna,
aproximadamente 76 cm.

En la parte del tubo, por donde habia descendido el mercurio, se formd un
vacio, el cual no era llenado por el mercurio nuevamente y si el tubo no se
sacaba del recipiente, éste permanecia sin alterarse.

Volviendo al vacio que se formaba en el tubo, éste no era total, existian en él

moléculas de vapor de agua y de mercurio. Actualmente se dice que el vacio
es la ausencia total de aire.
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Al tratar de demostrar la existencia del vacio, Torricelli ayudd, entre otras co-
sas, a la comprension del efecto de la presion atmosférica sobre los cuerpos.

Se han realizado muchos experimentos en el espacio exterior, en donde el
vacio es casi total. Se ha probado que la 1a. Ley de Newton es valida, ya que
si un cuerpo es puesto en movimiento éste no se detiene, si esta girando
continda indefinidamente sus giros, ya que no existe rozamiento con el aire,
elemento que seria una de las causas para detenerlo. Si se deja caer una
pluma de unos cuantos gramos de peso y una pesa de plomo de 1 kg, al
vacio, ambos caeran a la misma velocidad.

Si una persona se expusiera al vacio, sufriria una serie de trastornos: al princi-
pio la falta de oxigeno le provocaria asfixia; sus pulmones, al no estar bajo la
presion atmosférica, se expandirian hasta reventar, lo mismo que su piel y
otros drganos. Es por ello que los astronautas llevan un equipo que los some-
te a una presiodn parecida a la atmosférica cuando salen al espacio.

Existen muchos aparatos tanto para crear vacio como para comprimir el aire.
Ambos dispositivos se utilizan mucho en la industria y los laboratorios. Para
bajar la temperatura de ebullicion de los liquidos éstos se hierven al vacio. En
la fabricacion de ceramica, en herramientas neumaticas, como la pistola de
aire y en la bomba de flit también se aplica el conocimiento sobre el vacio. Las
bombas al vacio son tan eficaces que pueden disminuir la presion atmosféri-
ca hasta en 0.000 001 mm Hg.

Recipiente en
que se quiere
hacer el vacic

Los liquidos ejercen una presion proporcional a la altura que éstos tengan en
el recipiente que los contiene.

El mercurio, como liquido, ejercera una presion que se calcula de la siguiente
manera: la altura que alcanzé el mercurio fue de 76 cm. Al repetir la experien-
cia, con tubos de diferente diametro, se comprobo que la altura que alcanza-
ba el mercurio era la misma, 76 cm.
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Si su densidad es de 13.6i3 y el diametro del tubo es de 1 cm?,
cm
entonces, aplicando la formula:

Presion = Pe x h,

Tenemos: Presiéon = Pe x h

Presion = 13.6 g x76cm = 1033.6
cm?

sus unidades seran:

Presion is X —— = g

g
cm?

Presiéon = 1033.6

Esta es la presidén que ejerce la atmosfera en cada cm? de superficie de los
cuerpos situados a nivel del mar. Si esta presion no existiera, los cuerpos se
fragmentarian en mil pedazos, lo cual seria inevitable y fatal para el caso del
cuerpo humano, si se encuentra alejado del efecto de la presion atmosférica,
es decir, en el vacio.

COHESION Y ADHESION

Corresponde a la sesién de GA 2.16 ; QUE NOS UNE?

La teoria cinética molecular explica el comportamiento de las sustancias, en
funcién del tamano de las particulas, la distancia entre ellas, el tipo de movi-
miento y la cantidad de energia cinética que tienen.

Tanto para los gases, liquidos y sdlidos esta teoria, con ciertas modificacio-
nes, se cumple.

Asi, en los gases, la separacion entre sus moléculas es muy grande; en cam-

bio, en los liquidos y solidos la cercania de sus moléculas es mayor, por lo
que se manifiestan entre ellas fuerzas de atraccion y repulsion, que en el caso
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de los liquidos son casi iguales, por lo que sus moléculas giran o se deslizan
unas sobre otras; en los sdlidos las fuerzas de atraccién son mayores que las
de repulsién, lo que hace que las moléculas vibren
sobre su eje, permaneciendo en un mismo lugar.

A la fuerza de atraccion que mantiene unidas a las
moléculas de un cuerpo se le llama cohesion.

Se puede decir que la resistencia que presenta un
cuerpo a ser fragmentado se debe a la fuerza de
cohesion entre sus moléculas.

En los liquidos esta fuerza de cohesién se manifies-
ta de otra forma: si se intenta partir un liquido no se
podra, ya que sus moléculas al estar girando o desli-
zandose unas sobre otras, inmediatamente cubriran
la incisidn que se haya hecho en su superficie; sin
embargo, si el liquido se vierte sobre una superficie plana, tendera a ocuparla,
a la vez que permanece unido, sin dispersarse, poniéndose de manifiesto en
ese momento, la fuerza de cohesidn entre sus moléculas.

&Queé sucede entre las moléculas del liquido y las del recipiente?

{Existen fuerzas de atraccion entre ellas? La respuesta es si. A la fuerza de
atraccion entre moléculas diferentes se le llama adhesion.

Esto se comprueba cuando se introduce un objeto sdlido en un liquido, al
momento de sacarlo se observa que esta mojado y que a su vez puede llevar
hasta unas gotas unidas a él.

Si se ponen en contacto dos va-
sos iguales previamente humede-
cidos, de tal manera que la base
de uno de ellos embone en la boca
del otro, y si se giran un poco, se
presentara una adhesién entre
ellos y el agua, que hara muy difi-
cil la separacion.

Lo cual quiere decir que entre el vi-
drio y el agua existe una gran fuer-
za de adhesion.
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&Qué sucede cuando se trata de unir agua y aceite? ¢{Por qué no se unen? A
partir de los planteamientos antes senalados, se puede decir que cuando es-
tos liquidos se encuentran en contacto, es mayor la fuerza de cohesién entre
sus moléculas que la de adhesién entre ellas, por lo que no se unen.

Una sustancia que tiene gran fuerza de adhesion con el papel, la madera o la
tela es el pegamento blanco. Con una pequena capa de pegamento, el papel
se adhiere fuertemente a la superficie en la que se pegd (siempre y cuando
ésta sea de papel, madera o tela). Lo anterior se puede explicar porque el
pegamento se introduce entre los poros de estos materiales reforzando asi la
fuerza de adhesion entre ellos.

(:/Q\‘\ Actualmente existen pegamentos muy fuertes
= A\

gue son capaces de unir por adhesién plastico,
vidrio o metal.

TENSION SUPERFICIAL Y CAPILARIDAD

Corresponde a la sesion de GA 2.17 ; QUE SE ROMPE?
Tension superficial

Los liquidos presentan un fendmeno muy peculiar en la superficie que esta en
contacto con el aire. Las moléculas que se ubican en la superficie no se en-
cuentran sometidas a las mismas fuerzas de cohesion que las moléculas que
se hallan enmedio del liquido; esto se observa en la figura, en la cual se ilustran
las fuerzas de cohesion a las que se encuentran sometidas tanto una molécula
en el seno de un liquido, como una molécula que esta en la superficie.

Sobre la molécula B, que se encuentra en el seno del liquido, acttan las fuer-
zas de cohesién de todas las moléculas que
la rodean; estas fuerzas se ejercen en to-
das reacciones y la suma vectorial de estas
fuerzas equilibradas es igual a cero. e

di4

La molécula A, que esta en la superficie del @
liquido, presenta un sistema desequilibra- %1/\_",
do de fuerzas, ya que es sometida a las fuer-
zas de cohesion de las moléculas que se \ y
encuentran a su lado y por debajo de ella; / /
la suma vectorial de estas fuerzas es una -

335

‘ TS/AA/CB/3/V.1/P-293-372.PM7.0 335 3/12/083, 4:14 PM



resultante que va hacia el interior del liquido, perpendicular a la superficie. Este
desequilibrio en las fuerzas de cohesidn que se presenta en las moléculas de la
superficie de un liquido, da como resultado el fenémeno llamado tensién super-
ficial; este fendmeno consiste en la formacion de una especie de membrana
elastica, formada por las moléculas que se encuentran en la superficie. La ten-
sion superficial se define como la fuerza tangenciai a la superficie de un liqui-
do, que se ejerce en un centimetro de ésta.

Es gracias a ese fendmeno que muchos de los insectos se pueden posar sobre el
agua sin hundirse; también debido a ello se forman pompas de jabén o puede
ser posible la flotacidon de una aguja o navaja de rasurar engrasadas, etcétera.

Asimismo, por el fendmeno de tension superficial, los liquidos tienden a dis-
minuir su superficie libre lo mas posible; un liquido, cuando no es sometido a
fuerzas exteriores (como la fuerza de gravedad), tiende a adoptar una forma
esférica. Los liquidos, que observan mas capacidad para adoptar esta forma,
son los que presentan una mayor tension superficial; un ejemplo es el mercu-
rio. Ya se menciond que, la resultante de las fuerzas de cohesién que actlua
sobre las moléculas de la superficie, es una fuerza que se dirige hacia el inte-
rior del liquido de forma perpendicular a su superficie; si la masa del liquido es
muy pequena, entonces lo que se forma es una esfera.

Una forma sencilla empleada para comprobar la tendencia de los liquidos a
formar esferas, se realiza de la siguiente manera: en un vaso con aguay alco-
hol metilico (alcohol de madera), ambas sustancias mezcladas en la misma
cantidad, se deja caer una gota de aceite de olivo. La gota se hunde entonces
hasta el limite de la mezcla alcohol-agua manteniéndose en forma de esfera, y
ahi queda flotando, ya que es mas
densa que el alcohol pero menos que
el agua.

La tension superficial de un liquido
se puede medir de manera acepta-
ble mediante el sencillo dispositivo
que se muestra en la figura.

Para realizar la medicion de la ten-
sion superficial por medio del dispo-
sitivo, el marco de alambre se sumer-
ge en el agua; en el platillo que se
encuentra del otro lado del brazo,
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se agrega agua con una jeringa graduada (gota a gota); conforme el alambre
salga del liquido, se observara una pelicula que se habra formado entre las
paredes de éste; se sigue agregando agua (poco a poco) al platillo, hasta que
se rompa la pelicula del alambre. Como la jeringa esta graduada, se sabra
cuantos cm? se le pusieron al platillo; con este dato se puede calcular la fuer-
za requerida para romper la tensién superficial del liquido, que sera la misma
fuerza con la que se rompa la pelicula que se formé en el alambre.

Tension superficial de
algunos liquidos
Liquido T N/m
Agua 75x10°
Aceite de O. 32x10°
Alcohol 23x10°
Trementina 27 x 10°®
Mercurio 547 x 10

Capilaridad

Ya se menciono que una de las fuerzas que existen entre las moléculas de un
liquido se llama cohesion, y que es la responsable de la tension superficial;
ahora veremos uno de los efectos de la fuerza de adhesion. Esta fuerza se
da entre las moléculas del liquido y las moléculas del recipiente que lo contie-
ne, o sobre cualquier superficie que entre en contacto con él; dando lugar a lo
gue se conoce como capilaridad, que es el ascenso o descenso de un liqui-
do que se desliza a lo largo de un tubo capilar. Por lo general el tubo capilar
tiene apenas el diametro de un cabello, aunque este fendbmeno también se
presenta en tubos con diametro de 2.5 cm.

De esta relacidon de fuerzas puede obtenerse cualquiera de los dos resultados
siguientes:

Tabla tomada de Mosqueira, Alejandro, Fisica general, México, Patria, 1991.
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1. Las moléculas del liquido presentan mayor atraccion por las moléculas del
recipiente, que ellas entre si. Cuando esto ocurre, significa que la fuerza de
cohesion entre dos moléculas del liquido es menor que la fuerza de adhe-
sion, entre una molécula del liquido y una molécula del recipiente.

Al ocurrir este fenémeno, la superficie del liquido adquiere la forma de me-
nisco céncavo, y se dice que el liquido si moja las paredes del recipiente.

2. Las moléculas del liquido presentan mayor atraccién entre si que hacia las
moléculas del recipiente. Esto es: la fuerza de cohesion entre dos molécu-
las del liquido es mayor que la fuerza de adhesion entre una molécula del
liquido y una molécula del recipiente.

Cuando se da este fendmeno, la superficie del liquido adquiere la forma de
menisco convexo, y se dice que el liquido no moja las paredes del recipiente.

Una sustancia que se comporta como en el primer caso —cuando se dice
que el liquido moja o humedece las paredes del recipiente—, es el agua. Por
otro lado, el mercurio se comporta como en el segundo caso, cuando se men-
ciona que el liquido no moja o humedece las paredes del recipiente.

Si se introduce un tubo (capilar) en un depodsito de agua, se observara que en

el interior del tubo se forma una columna de agua: este fenémeno es conocido
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como capilaridad. Que el liquido suba por el interior de un capilar es debido
a que lo puede humedecer; es decir, el fendmeno de capilaridad se presenta
cuando las fuerzas de cohesién entre las moléculas del liquido son menores
que las fuerzas de adhesion entre las paredes del tubo y éste.

También pueden suceder dos fendmenos opuestos entre si: el primero, que la
columna del liquido sobrepase el nivel del contenido en el depdsito; el segun-
do, que la columna del liquido en el capilar sea menor que el nivel del liquido
del depdsito; esto Ultimo iria en contra del principio de los vasos comunicantes.

De la observacién de estos fendmenos, Jurin formulé una ley que dice: “Para
un mismo liquido, la altura de la columna que se forma en el interior del capilar
es inversamente proporcionai al radio interno del mismo, a temperatura cons-
tante”. Esto es, a menor diametro del tubo, mayor es el ascenso del liquido.

En la vida diaria se observan diversos fenomenos de capilaridad; cuando se
moja un bolillo por la punta en la taza de café, se observa como el pan se moja
por encima del nivel del liquido contenido en la taza; la lampara de petroleo,
para que prenda, requiere de este fendmeno, ya que es a través de la mecha
que el petroleo asciende; en las plantas, el fendmeno de capilaridad es de
gran importancia para absorber y llevar agua de la raiz hasta las hojas mas
altas. Existen sustancias que disminuyen la tensién superficial: se les llama
tensoactivas; los jabones son un claro ejemplo de ellas.

VISCOSIDAD

Corresponde a la sesién de GA 2.18 jQUE LENTO!

El término viscosidad normalmente es relacionado con los aceites, y con la
lentitud con que éstos se desplazan por una superficie; sin embargo, también
se sabe que no todos los aceites fluyen a la misma velocidad. Asi, hay aceites
automotores que son delgados 0 menos viscosos y aceites gruesos o mas
viscosos. En contra de lo que pudiera pensarse, la viscosidad no se presenta
nada mas en los aceites: es una propiedad de los fluidos en general; asi, pre-
sentan viscosidad desde el agua hasta la miel de abeja, e incluso los gases.

Para generalizar el concepto de viscosidad, éste puede definirse “como la
propiedad que determina la velocidad de desplazamiento de un fluido”; otra
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manera de decirlo es describiéndola como ”la resistencia que opone un fluido
para desplazarse sobre si mismo”. Esta dificultad de desplazamiento se debe
a que las moléculas de los fluidos presentan fuerzas de friccion entre ellas v,
mientras mayor sea esta friccion, mayor sera la viscosidad del fluido.

Para determinar la viscosidad, imaginemos que un liquido se pone entre dos
superficies y que se rebanan transversalmente en capas del grueso de una
molécula, como se muestra en la figura.

_> v,
L Ll
1 -—> v,

La fuerza F mueve la plancha hacia la derecha, mientras la capa del liquido 1
se mueve sobre la placa a una velocidad v, y comunica su movimiento en
menor grado a la siguiente capa, se continda asi hasta la capa 5, la cual se
mueve con una velocidad v,; mientras mayor sea el ndamero de capas, el mo-
vimiento de la Ultima capa sera menor. Consideramos que cada capa tiene un
area A de 1cm?.

La expresion matematica de la viscosidad es:

A = ()
En el S, la unidad con que se mide la viscosidad no tiene nombre, aunque se
suele expresar en N x s
m2

En el sistema cegesimal, la unidad de viscosidad se denomina poise. La uni-
dad del Sl equivale a 10 poises.

El coeficiente de viscosidad suele representarse por la letra griega eta (). De
acuerdo con la férmula anterior, un liquido tiene una viscosidad de 1 poise
si una fuerza de 1 dina mueve una unidad de &area de 1 cm? (L,) del liquido,
con una velocidad de 1 cm/s con respecto a otra unidad de area de 1 cm?
(L,), separada a 1 cm de distancia (L,).
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En la actualidad, para medir la viscosidad de los liquidos se utiliza un instru-
mento llamado viscosimetro de Ostwald.

Viscosimetro simpe.

Tubo
capilar

Viscosimetro de Ostwald.

Comunmente, se determina la viscosidad especifica de un liquido y no la vis-
cosidad absoluta. El procedimiento para determinar la especifica consiste en
medir el tiempo que tardan dos liquidos para fluir a través de un capilar, de la
marca A a la B. De uno de los liquidos se conoce su viscosidad, generalmente
es el agua, y de los dos se conoce su densidad; partiendo de estos datos se
emplea la férmula:

n, _ _ P
N, P2,
n, = Viscosidad conocida del liquido (generalmente agua)

= Densidad del liquido conocido

= Tiempo que tarda en fluir de A a B el liquido conocido
n, = Viscosidad del liquido problema

= Densidad del liquido problema

, = Tiempo que tarda en fluir de A a B el liquido problema

Para comprender mejor este método y la aplicacion de la féormula, se realizara
el siguiente ejercicio:
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Al usar un viscosimetro de Ostwald para determinar la viscosidad del mercu-
rio, se obtuvieron tiempos de fluido de agua y mercurio a 20 °C, de 120 sy de
13.65 s, respectivamente. La densidad del agua es de 1 g/cm?®y la del mercu-
rio de 13.6 g/cm?; la viscosidad absoluta del agua es de 0.01005 poises.

Datos Foérmula Despeje
n, = 0.01005 poises n, _ prt, oM, pzt
d, =1g/cm® n, Pt N2 = 7Ty,
t, =120s
n, =7
d, = 13.6 g/cm?
t, =13.6s
Sustitucion
B (0.01005 poises) (13.6 g/cm?) (13.6 s)
M2 = (1 g/cm?) (120 s)
poises X g X s
1.85 cm?
n, =
gxs
120 om?
Resultado

n, = 0.0154 poises.

Los liquidos presentan mayor friccion entre sus moléculas, es decir, mayor re-
sistencia a fluir que los gases; esto significa que los liquidos tienen mayor
viscosidad que cualquier gas.

Existen diversos factores que influyen en la viscosidad de los fluidos, uno de
éstos es la temperatura; en los liquidos, la viscosidad generalmente disminu-
ye al aumentar la temperatura; por ejemplo, el alcohol etilico presenta una
viscosidad de 1.773 centipoises a 0 °C y ésta disminuye hasta 0.592 centipoises
a una temperatura de 60 °C.

Tal vez se espere este mismo comportamiento en los gases, pero curiosa-
mente ocurre lo contrario; en los gases la viscosidad aumenta al aumentar la
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temperatura. El nUmero de choques entre las moléculas de un gas aumenta al
subir la temperatura, y se hace mas denso, puesto que, al aumentar el nime-
ro de choques, las moléculas del gas estan en mayor contacto.

Otro factor que aumenta la viscosidad entre liquidos de la misma clase es el
peso molecular: a mayor peso molecular, mayor viscosidad; un ejemplo de
esto son los aceites (hidrocarburos) para coche. Otro factor que influye en la
viscosidad de los liquidos es el hecho de agregarles sustancias coloidales.

Un fluido importante del organismo es la sangre; mientras mas viscosa sea
ésta, requerira de mayor esfuerzo por parte del corazén para poder bombear-
la a todo el cuerpo, lo que ocasiona un aumento en la presion de este fluido.

FENOMENO EN LOS FLUIDOS

Corresponde a la sesién de GA 2.19 ; COMO SE MUEVEN?

La hidrodinamica es una parte de la fisica que se encarga de estudiar el com-
portamiento de los fluidos en movimiento.

Un ejemplo de liquido en movimiento seria el agua que sale de una mangue-
ra, cuando se riega un jardin; a la cantidad de liquido que sale en un segundo
se le conoce como gasto, y matematicamente se expresa como:

q = (A)x(v)

donde:

= gasto
area de la seccioén transversal
v = velocidad a la que sale el liquido

> 0
I

La velocidad del liquido varia segun la
magnitud de la seccion transversal del
ducto.

343

‘ TS/AA/CB/3/V.1/P-293-372.PM7.0 343 3/12/083, 4:14 PM



Por ejemplo:

¢Cual sera el gasto de una manguera con una seccion transversal de 5.3 x 10*
m2, si el liquido sale a una velocidad de 3.2 m/s?

Datos Formula Sustitucion
q = m
A =53x10*m? q=Axv q=(5.3x10"m? (3.2 —)
V =3.2m/s S

Operaciones

(5.3x10%m? (3.2 M)

S
m3
=1.696x10° ——
S
m2 X = m  _ E
S S

Convertir los m?/s a ¢/s (litros/segundo) se puede hacer mediante unaregla de
tres, recordando que 1 m® = 1 000 ¢

1ms 1000 ¢
1.696 x 103¥m3¥s ——— x

_ (1.696 x 10° m¥/s) (1 000 ¢)

- 1md

1696 ¢

- 1

(4

Xx= 1.696 Y

Por tanto, esa manguera desaloja 1.696 litros de agua cada segundo.

Sin embargo, équé pasaria si la manguera cambiara su forma en cierto tramo,
de manera que su diametro disminuyese? Veamos una manguera que tiene
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una seccion transversal (A) de 3.8 x 10" m2 que se reducea ( ) 1.5x 10" m?
como se muestra en la siguiente figura.

______ — S\ -

A _— - OA;
L

Ducto que reduce su seccién transversal de (A,) hasta (A,).

En esa manguera, el volumen de agua que pasa por A, debe ser igual al volumen
de agua que pasa por A,. Como los liquidos son “incompresibles”, el volumen de
pase por A, tendré que circular por A,, en el mismo tiempo; para que esto se
pueda lograr, en A, el liquido fluird con mayor velocidad que en A,.

Lo anterior se expresa matematicamente a través de la siguiente ecuaciéon de
continuidad:

Donde A, = é&rea transversal de la seccion 1

Donde A, = &rea transversal de la seccion 2

v, = velocidad del liquido al pasar por A,

1

v, = velocidad del liquido al pasar por A,

2
Ejemplo:

De una caldera sale un tubo con una area transversal de 2.6 x 10" m?, por el
cual circula agua con una velocidad de 0.3 m/s; el tubo se estrecha hasta
llegar a un area transversal de 1.9 x 107" m2. (A qué velocidad circula el agua
en este punto?

Datos Férmula Despeje
AV
A, =26x10"m? Av,=Av, v, = %
2
v, =03m/s
A, =1.9x10" m?
v, =7?
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Sustitucion

(2.6 x 10" m?) (0.3 m/s)
2 1.9x10" m?

Operaciones

(2.6 x 10" m?) (0.3 m/s)

7.8x 102 m3/s

1.9x107" m? 1.9x107" m?
Resultado
v, = 0.41 m/s

Otro ejempilo seria:

Un tubo de drenaje, que tiene un area transversal de 5 x 10 m?, se reduce a
3.8 x 10®m?; el agua circula a una velocidad de 0.71 m/s en el &rea transversal

mas reducida.

a) ¢Cual es la velocidad del agua donde el area transversal es mayor?

b) ¢Cual es el gasto?

c) ¢En cuanto tiempo se desalojaran 700 ¢ de agua?

Para resolver el inciso (a), se utiliza la ecuacién de continuidad.

Datos Férmula

A =5x10°m? A v, =A,v

-

v
A, =3.8x10°m?
v, =0.71m/s

Sustitucion

(8.8 10°m?) (0.71 m/s)
1 5x 103 m?

Resultado

m
V1 = 0.5396 — = 0.54 ?
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Para resolver el inciso (b), se utiliza la ecuacion de gasto.

Como el gasto es igual en cualquier lugar del tubo, se puede utilizar A, v, o
A, V,.

Utilizando A, v,
Datos Formula Sustitucion

A, =5x10°m?

V, =0.54m/s

q="7? q=A,v, q=(5x10°m? (0.54 m/s)
Operaciones Resultado
(5x10%x0.54) (m? x m/s) q=227x10°md/s

Conversibn de mé a ¢

1m?d 1 000 ¢
2.7 x10°%m? X
X=27¢s

Por tanto, el gasto es de 2.7 ¢/s.

Resolver el inciso (b), utilizando A, v,

Datos Férmula Sustitucion

q =7?

A, =38x10°m? a=A,v, q=(3.8x10°m2 (071 m/s)
v, =0.71m/s

Operaciones Resultado

(8.8 x 10 m?) (0.71 m/s) q=269x10°md/s

Conversibn m® a ¢

1ms 1000 ¢
269x10°%ms X
X=27¢
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Por tanto, el gasto es de 2.7 I/s.

Para resolver el inciso (c), se utiliza el valor del gasto, el cual dice que por
cada segundo se desalojan 2.7 litros; entonces:

1s 2.71

X 700 |
__(7001) (15)
27

x =859.25s

X =4.32h

Es decir, se necesitan 4.32 horas para desalojar 700 litros.

Ahora se estudiara la presion que ejerce un fluido en el interior de la mangue-
ra, cuando éste aumenta o disminuye su velocidad.

En una manguera, como la que se muestra en la figura siguiente, circula agua.

A M —
—_—
y __—%:)’——)—» _— —— — —
>

Ducto con secciones transversales diferentes.

Ya sabemos que el volumen de agua que pasa por A, y A, es el mismo, y
que éste pasa en el mismo tiempo, pero desconocemos cual sera la presion
A1 y A2

Esta cuestion se la planted el fisico suizo Daniel Bernoulli en 1738 y, a partir
de sus trabajos sobre fluidos, determinoé que: “A través de un ducto, la suma de
las energias (mecanica, potencial, cinética y de flujo) de un fluido permanece
constante”; este enunciado se conoce como Principio de Bernoulli, el cual
apoya a su vez la ley de la conservacién de la energia.

De acuerdo con este principio, si en un ducto la velocidad del fluido se
incrementa, la fuerza o energia de presién disminuye en el tramo donde el
flujo aumenta su velocidad.

348

‘ TS/AA/CB/3/V.1/P-293-372.PM7.0 348 3/12/03, 4:45 PM



]

Esta diferencia de presion se puede demostrar facilmente mediante el dispo-
sitivo llamado Tubo de Venturi (ver figura). Este tubo cuenta con dos salientes
paralelas entre siy perpendiculares al tubo, una sale de la seccion transversal
mas amplia del ducto y la otra de la seccidn transversal mas angosta del mis-
mo; estas salientes permiten medir la presién en el interior del ducto donde se
encuentran insertadas.

Mayor
Presion

Menor
Presion

A2
4 > e r —
A N ' M — N .
T T I I T 7777 e 77777
Menor velocidad velocidad

Cuando el fluido circula por A, aumenta su velocidad y, en consecuencia,
disminuye la presion porque parte de esta fuerza de presion se transforma en

energia cinética.
Py v
H 1 : l l 1 l 1 Ello explica por qué un avién puede
\ elevarse, ya que las capas de aire que
\ circulan por arriba de las alas lo hacen
- % con mayor velocidad que las capas que
circulan por debajo de éstas, forman-

P2 v, do asi mayor presién de abajo hacia
arriba.

37 —— -3

Ala de un avién bajo la accién del aire.

: LLILL

P E—— [ S
. B ——— V
Una pelota, que es lanzada y gira sobre si  cns—ly ( (’ )
misma, arrastra aire en su giro. En el — —
—— s L ————
\‘\_/
— e —ee

punto A (menor presién) la velocidad del
aire es mayor, que en el punto B (menor

presion), por lo que la pelota puede [ I I I I I [

describir una curva.
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Capitulo 3
TEMPERATURA

Se puede decir que la temperatura es el promedio de la energia cinética que
tienen las moléculas de un cuerpo. Esta se puede medir con un termémetro y
existen diferentes escalas para hacerlo. Una de las metas de los cientificos
es alcanzar temperaturas por abajo del cero absoluto, es decir, menores de
—273°C El aumento o disminucién en la temperatura de las sustancias provo-
ca los cambios de estado fisico.
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CALOR Y TEMPERATURA

Corresponde a la sesién de GA 3.22 SUMAYY PROMEDIO

Los términos calor y temperatura estan muy ligados, por lo que, en general,
son utilizados indistintamente. En fisica es importante establecer la diferencia
que existe entre ellos.

Calor

Antiguamente, los fisicos creian que, al calentar a fuego vivo un cuerpo, a éste
se le transmitia un fluido incoloro, insipido, invisible y sin peso al que llamaron
“calrico”; segun estos cientificos, ese fluido ocupaba un lugar en el espacio
que provocaba que la sustancia se expandiera; o bien que ésta, al enfriarse,
se contrajera debido a que el fluido salia.

Esta teoria fue desechada a finales del siglo xviil por Benjamin Thompson, al
percatarse de que el agua utilizada como refrigerante en la perforacion de un
canon se calentaba hasta llegar a hervir sin necesidad de la aplicacion directa
del fuego.

Sus observaciones lo llevaron a concluir que el calor era producto del movi-
miento. Tiempo después, Joule comprobd y confirmé la teoria de Thompson
sobre el calor; éste es una forma de energia que puede transformase en otras
y producir un trabajo; Joule establece la teoria cinética que dice: “el calor de
cualquier cuerpo depende de la energia interna que posea”, la cual se mani-
fiesta con el movimiento de las moléculas, por lo tanto “el calor es la suma de
la energia cinética de todas las moléculas que lo forman”.

También logra medir la cantidad de calor, cuya unidad en el Sl es el joule (J).
Existe una unidad muy utilizada, la caloria (cal). La equivalencia entre ellas es:
4184 J = 1 cal.

La caloria es la cantidad de energia calorifica necesaria para que un gramo de
agua eleve su temperatura un grado celsius (de 14.5 °C a 15.5 °C).

Temperatura

Después de que un cuerpo ha estado expuesto al sol por un tiempo, al to-
carlo, se dice que esta caliente. Este tipo de apreciaciones se pueden reali-
zar gracias al sentido del tacto con el que cuenta el ser humano. Cualquier
individuo es capaz de determinar si un cuerpo esta caliente, frio o templado,
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utilizando el sentido del tacto; sin embargo, ello no es totalmente confiable,
porque en ocasiones cuerpos frios parecen calientes después de tocar un
cuerpo mas frio. No obstante, todo cuerpo que esta frio o caliente, posee
energia interna, es decir, cuenta con una temperatura, ésta dependera de la
energia cinética que posee en sus moléculas.

Entonces, se puede decir que la temperatura de un cuerpo es el promedio de
la energia cinética de todas las moléculas que lo forman.

La temperatura es considerada una magnitud fundamental, por lo que su uni-
dad en el Sl es el kelvin (K), también se utilizan otras escalas como: la Celsius
y la Fahrenheit.

Aunque el calor y la temperatura de un cuerpo estan estrechamente ligados,
existen grandes diferencias entre ambos términos; algunas de ellas son las
siguientes:

El calor no se puede almacenar porque esta en constante movimiento, es
decir, pasa de un cuerpo a otro continuamente.

Un cuerpo gana o pierde energia en forma de calor, de lo cual depende que
su temperatura se eleve o disminuya, y esta en relacion directa con la canti-
dad de masa del cuerpo. Debido a ello, para elevar la temperatura de un cuer-
po con una masa grande se necesita mayor cantidad de calor que la que se
requiere para elevar la temperatura de otro de masa mas pequena.

Al aplicar la misma cantidad de calor a dos cuerpos de diferente masa, el de
menor masa elevara mas su temperatura por el menor nimero de moléculas
que tiene; la temperatura de un cuerpo es, por lo tanto, el promedio de la
energia cinética de las moléculas que contiene.
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El recipiente que contiene menor cantidad
de agua aument6 més su temperatura.
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El calor y la temperatura estan presentes siempre y se les puede apreciar en
muchos fendmenos. Un ejemplo claro de ello es nuestro cuerpo, el cual tiene
una temperatura aproximada de 37.5 °C debido al calor que genera la energia
vital; las rocas, al absorber el calor de los rayos del sol, aumentan su tempera-
tura; el agua de la superficie de un lago o del mar absorbe calor durante el dia;
aunque tanto en el agua como en la roca sucede lo mismo, en el lago hay una
pérdida de calor y temperatura a causa de la evaporacion, con su correspon-
diente pérdida de masa. Durante la noche, el calor absorbido por las rocas es
liberado hacia el medio ambiente, lo cual produce que la temperatura de és-
tas baje.

EQUILIBRIO TERMICO

Corresponde a la sesién de GA 3.23 SIEMPRE IGUAL

Todo cuerpo tiene una temperatura determinada, la cual depende del tipo de
materia de que esta formado y de la cantidad de masa que tenga, asi como
de su relacion con otros cuerpos; de tal forma, un objeto de madera y uno de
vidrio pueden tener diferente temperatura aun bajo las mismas condiciones
ambientales.

Por ejemplo, después de tocar un cuerpo metalico y uno de papel, se puede
determinar cual tiene la mayor o la menor temperatura.

Sin embargo, équé sucedera al poner en contacto dos cuerpos con diferentes
temperaturas? {¢Cada cuerpo conservara su propia temperatura?

Bien, recuérdese ante todo que el calor es una forma de energia que no pue-
de ser almacenada, sino que se transmite de un cuerpo a otro. Al poner en
contacto un cuerpo de mayor temperatura con otro de menor, el mas caliente
cedera calor al mas frio, que lo recibe o absorbe; es decir, el de mayor tempe-
ratura siempre cedera su calor al de menor temperatura.

Ejemplo:
Un trozo de hierro caliente al rojo vivo se introduce en aceite frio y, después de
un tiempo, el aceite y el hierro llegan a tener la misma temperatura; es decir, el

hierro cedio cierta cantidad de calor que el aceite absorbié para alcanzar un
equilibrio térmico.
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Por tanto, se puede afirmar que cuerpos con diferentes temperaturas llegan al
equilibrio térmico “cuando el calor cedido o dado es igual al calor absorbido o
recibido”.

Lo anterior se comprueba al tomar la temperatura de ambos cuerpos mientras
estan en contacto, la cual debe ser igual; sin embargo, es necesario aclarar
que este intercambio de calor se realiza en un sistema abierto (lo que significa
que no se trabaja en condiciones controladas de laboratorio), por lo que parte
del calor del trozo de metal se dispersa en el aire; incluso, si el metal esta muy
caliente, es posible que el aceite se llegue a quemar, perdiéndose calor en el
proceso.

El calorimetro es un aparato o dispositivo que sirve para comprobar el equi-
librio térmico; el mas comun es el calorimetro de agua que esta formado por
un recipiente metdlico, el cual contiene otro en su interior, aislado y bien puli-
do, para evitar la pérdida de calor por radiacion; también tiene una tapa que
cierra herméticamente, la cual presenta dos orificios, uno para introducir el
termometro y el otro para el agitador.

AGITADOR

TERMOMETRO

RECIPIENTE
DE PLASTICO
O DE LATA

ALGODON

MATERIAL

L~ AISLANTE

El calorimetro.

El calorimetro funciona de la siguiente manera: se vierte la cantidad necesaria
de agua y con el termometro se toma su temperatura; luego el cuerpo calien-
te, cuya temperatura se quiere medir, se introduce en él; se cierra por medio
de la tapa y con el agitador se mueve la mezcla. Al mismo tiempo se observa
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en el termdmetro cdémo se va elevando la temperatura, hasta estabilizarse en
un punto; en ese momento se alcanzé el equilibrio térmico.

Este fendmeno sucedera siempre que se pongan en contacto dos o mas cuer-
pos con diferentes temperaturas.

En los utensilios térmicos empleados en el hogar se comprueba el fenémeno
de equilibrio térmico, ademas de otros principios, como la radiacion del calor.

DILATACION DE LA MATERIA

Corresponde a la sesién de GA 3.24 ;PARA DONDE CRECE?

Un cambio en la temperatura, generalmente, provoca en los materiales un
cambio de tamano y esto es lo que caracteriza a la dilatacion.

El fendmeno de dilatacion se presenta tanto en los sélidos como en los liqui-
dos o gases. Por el momento sélo se trataran los cambios de tamano que no
involucran, en la materia, un cambio de estado.

Si se describe a la temperatura en términos de movimiento molecular, se tiene
que: a un aumento de temperatura, las moléculas de los cuerpos se mueven
con mayor rapidez y por lo tanto ocupan un mayor espacio, es decir, el cuerpo
se dilata.

Un cuerpo sélido solo sufre dilatacion volumétrica, pero por su construccion
se considera que puede presentar tres tipos de dilatacion: lineal, superficial
y volumétrica o cubica.

La dilatacion lineal se presenta en los sélidos que, al calentarse, sufren cam-
bios en su longitud que son muy notorios. Por ejemplo, cuando se calienta
una varilla de hierro, ésta se dilata en mayor proporcién a lo largo.

La dilatacién superficial es el aumento que experimenta un cuerpo en su
superficie al calentarse. Este tipo de dilatacion se presenta cuando el cuerpo
ocupa una superficie delgada, por ejemplo, cuando se calienta una placa de
cobre.

La dilatacion volumétrica o cubica es el aumento del volumen de un cuerpo
cuando éste se calienta. Todos los sélidos sufren este tipo de dilatacion, pero
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es mas notoria si la geometria de éstos es regular. Por ejemplo: una esfera de
plomo.

Algunos cuerpos llegan a romperse después de experimentar una dilatacion
térmica. Un ejemplo clasico es el de un vaso de vidrio que, si se calientay se
enfria bruscamente, se rompe; o uno frio que se calienta con rapidez, sufre
también el rompimiento. Los cambios de temperatura tienen lugar a diferen-
tes velocidades en las capas interna y externa del vaso; de aqui se concluye
que si un vaso se dilata o contrae bruscamente, se rompe con facilidad.

Existe un tipo de vidrio conocido como Pyrex, el cual es de un material mas
resistente a los cambios bruscos de temperatura que el vidrio comun; los ins-
trumentos fabricados con este material se utilizan, por lo general, en los labo-
ratorios.

El termostato es un dispositivo que se abre o cierra para mantener constante
la temperatura en el interior de un aparato y funciona bajo el principio de
dilatacion. Este dispositivo esta formado de una barra meta-
lica compuesta, a su vez, por dos metales, los cuales se con-
traen o dilatan con distinta intensidad al sufrir un cambio de
temperatura. El sistema esta montado de tal forma que la
barra se dobla hacia un lado al enfriarse, cerrando asi el cir-
cuito y conectando el sistema de calentamiento; y se mueve
hacia el lado contrario cuando se ha calentado lo suficiente,
desconectando el sistema.

Otro ejemplo de la aplicacién de la dilatacion es el de los
remaches que se insertan calientes, los cuales unen firme-
mente a las piezas remachadas cuando éstas se enfrian.

Termostato
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» Coeficiente de dilatacion térmica lineal.

Cuando los cuerpos se someten a un aumento de temperatura, se dilatan. En
los solidos generalmente se considera su dilatacion lineal, la cual se puede
calcular de la siguiente manera:

Si L es la longitud del sdlido, al haber un cambio en la temperatura T (lo cual
significa un incremento, AT = (T, - T,)), su longitud también experimenta un
cambio considerado como AL (L= L, -L,). Generalmente la cifra T es peque-
na vy, por tanto, L es proporcional al cambio de temperatura, a la longitud
original y a un coeficiente conocido como coeficiente de dilatacion lineal (o).

Expresando esto de forma matematica se tiene que:

AL=oa ALT

que es el coeficiente de dilatacidén con el valor propio de cada material y al
despejarlo de la ecuacion anterior queda como:

AL
LAT

De aqui que (o) se pueda interpretar como la variacion de la longitud por cada
grado que varie la temperatura. Cabe hacer algunas consideraciones con res-
pecto a la longitud final, ya que si la temperatura inicial es de 0 °C, la longitud
final se debe calcular como:

L=L(1+aT)

2

Pero si la temperatura inicial es diferente de 0 °C, entonces:

L=L[1+a(T,-T)]

Por lo que respecta a las temperaturas, éstas pueden ser negativas o positi-
vas; en caso de ser negativas, se debe tener cuidado con el manejo de los
signos en las operaciones.
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Experimentalmente, el coeficiente de dilatacion lineal de los sélidos se deter-
mina con el aparato de Cowan:

Varilla de un metal

Aparato de Cowan

Coeficientes' de dilatacion para algunos sélidos en 1

°C
Cobre 0.000018 = 18x10°
Plata 0.000020 =20x10°
Aluminio 0.000024 =24x10°
Hierro 0.000012 =12x10°
Vidrio 0.000008 = 8x10°
Ladrillo 0.000010 =10x10°

Ejercicio:

Un puente de hierro a 0 °C tiene una longitud de 500 m. {Como variara su
longitud si se le calienta aumentando su temperatura hasta 40 °C?

Datos Formula

T, =0%C L =L (1+aT)
T, =40°C

L, =500m

L, =72

o =12x10%6 1

(¢}

' Nueva Enciclopedia Autodidactica Quillet, Tomo Il, México, Cumbre, 1984, pp. 355-357.
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Sustitucion

L, =500m [1 + (12x 10° 1_0 X 40 °C)]

Operaciones

L, = 500 m [1 + (0.00048)]
L, = 500 m x 1.00048
Resultado

L, = 500.24 m

El puente se dilaté 0.24 m

En algunos ejercicios, el resultado puede ser negativo con lo cual se indica

que el objeto se acorta.

DILATACION DE LOS FLUIDOS

Corresponde a la sesién de GA 3.25 SIEMPRE AUMENTA

La dilatacion es, como ya se ha mencionado, un aumento de tamafno en la

materia cuando a ésta se le aplica calor.

La dilatacion de un liquido es casi 10 veces mayor que la de un
solido, debido a que en los primeros la fuerza de cohesién entre
sus moléculas es relativamente débil. Los liquidos no poseen una
forma definida y toman la del recipiente que los contiene, por lo
que presentan dos tipos de dilatacion: aparente y absoluta.

Montando un equipo como se ilustra en el siguiente esquema:

Se observa que, al calentarse, el liquido del tubo desciende (senal
1) y esto se debe a que sélo se ha dilatado el recipiente. Después,
el liquido comienza a subir (senal 2), es decir, el liquido se ha dilata-
do, pero como al mismo tiempo el material del recipiente también
se dilata y por ello su capacidad aumenta, el volumen del tubo com-
prendido entre el paso 1y el 2 es la diferencia entre la dilatacion
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lineal del liquido y la dilatacion cubica del recipiente. A esta diferencia se le
denomina dilatacion aparente del liquido; y se le llama dilatacion absoluta,
al aumento real del volumen del liquido, en otras palabras, es igual a la dilata-
cién aparente mas la dilatacion del recipiente.

Si se conoce la dilatacion del recipiente, es facil determinar la dilatacién abso-
luta del liquido que contiene. Representando matematicamente al coeficiente
de dilatacion absoluta como B (beta), tenemos que:

AV

b= VAT

De aqui se observa que B es relativamente independiente de la temperatura.
Si la temperatura inicial es 0 °C, el volumen final se calcula utilizando:

V, =V, + pt)

2

pero si es diferente de 0 °C,

Vo=V [1+B(T,-T)]

La dilatacion de los liquidos se aplica en la fabricacién de termdmetros.
Ejemplo:

El volumen final de petrdleo fue de 5 dm?® y se sabe que la temperatura inicial
y final fueron, respectivamente, 0 °C. y 35 °C. Calcule el volumen inicial del
petrdleo.

(B petrdleo = 0.00104 %)

Datos Férmula
B petréleo = 0.00104% V,=V,(1+BT),)
T,=0°C
T, =35°C
vV, =7
V, =5dm?
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Despeje

Sustitucion

5dm?3
V, = 1
1 + (0.00104 % x 35 °C)
Resultado
V, = 4.82dm?

La dilatacion del agua

Casi todas las sustancias, al enfriarse, se contraen. Un ejemplo claro es el
enfriamiento y endurecimiento de la cera. Sin embargo, el agua no se com-
porta de esta manera, ya que cuando alcanza los 4 °C, en vez de dilatarse se
contrae; a partir de 4 °C tanto el aumento como la disminucion de la tempera-
tura la hacen dilatarse, por lo que el agua alcanza su mayor densidad y menor
volumen a esta temperatura.

Este comportamiento parece contradecir el hecho de que, al enfriarse una
sustancia, se frena el movimiento de sus moléculas y esa es la razon por la
que ocupa menos espacio; pero experimentalmente se ha comprobado que
en el hielo existen espacios intermoleculares vacios, lo cual facilita que el mis-
mo flote.
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Esta propiedad del agua explica por qué es posible que exista vida acuatica
por debajo de los témpanos: la temperatura del agua es aproximadamente de
4 °C bajo el hielo y ésta presenta su maxima densidad, pero no se congela y
permite la vida. La densidad del agua a 4 °C es de 0.999 8 y la del hieloa 0 °C
es de 0.917, por lo cual ilos témpanos flotan!

MEDICION DE LA TEMPERATURA

Corresponde a la sesién de GA 3.26 FRIO O CALIENTE

Los termdmetros son aparatos que estan graduados porque sirven para me-
dir la temperatura de los cuerpos; aunque, en sentido estricto, mas que un
aparato para hacer mediciones es un instrumento para comparar temperatu-
ras. Hay varios tipos de termometros, algunos contienen sdlidos, otros liquidos
y otros mas gases, segun su utilizacion especifica; asimismo, su construccion
se basa en los fenomenos de dilatacion, contraccion y equilibrio térmico. Los
mas comunes son de:

mercurio, alcohol, gases y metales.

En la antigliedad, se utilizaba el sentido del tacto para saber si un cuerpo se en-
contraba frio o caliente, pero de esta manera se obtenia una medida inexacta y
muy relativa de la temperatura, ya que para algunas personas las cosas parecian
calientes y para otras frias; ademas, en otros casos la temperatura no podia me-
dirse mediante estos recursos, debido a las limitaciones propias del cuerpo hu-
mano, incapaz de soportar temperaturas extremas.

Algunos talleres de herreria, para determinar la temperatura se ba- @
san en el color de las radiaciones que emiten los metales; ésta es
una escala poco precisa pero bastante practica para sus fines.

Galileo Galilei (1564-1642) fue el primero en construir un terméme-
tro el cual, por cierto, no era preciso, ya que al medir sufria la in-
fluencia tanto de los cambios de presion como los de temperatura.

Los termdmetros hechos con mercurio (también conocidos
como termdémetros de maxima), se utilizan para medir tem-
peraturas desde — 30 °C hasta 350 °C, ya que fuera de estos
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limites el mercurio alcanza sus puntos de solidificacion y evaporacion, res-
pectivamente, haciendo la lectura poco confiable. El mercurio es un elemento
ideal para la construccion de termometros por las siguientes razones:

1. Es un metal y, por tanto, buen conductor del calor.
2. Se encuentra en estado liquido.
3. No moja el vidrio.

4. Su dilatacion es constante, cosa que no sucede con el agua (ver caso
especial del agua en el articulo anterior).

5. Posee un calor especifico relativamente bajo, lo cual lo hace un material
sensible a los cambios de temperatura.

6. Se extrae de la naturaleza con un alto grado de pureza.
7. Es de color gris, facilmente visible a través del vidrio.

En algunas ferias venden termdmetros para bromas, hechos con liquido de
diferentes colores, este liquido es por lo general alcohol. Los termometros de
alcohol se utilizan para medir la temperatura de las habitaciones y bajas tem-
peraturas, las cuales no se pueden determinar con un termémetro de mercu-
rio, por lo que este tipo de termdmetros también se conoce como termémetro
de minima.

La construccion de termdémetros, tanto de
mercurio como de alcohol, consiste en un
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tubo capilar de vidrio en el cual se hace va- 300 sor
cio; en uno de sus extremos existe una am- e ®r
polleta con mercurio o alcohol, mientras que o ol
el otro esta cerrado. Este aparato es capaz o 3:
de percibir la temperatura del medio con el % ol
que se ponga en contacto gracias a que la o ol

sustancia que contiene adquiere un volu-
men determinado: cuando aumenta la tem-
peratura, el liquido se dilata, alargandose
dentro del tubo capilar; y cuando la tempe-
ratura disminuye, el liquido se contrae.
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Para graduar el termémetro de mercurio en escala centesimal se le sumerge en
un recipiente con hielo, de manera que el nivel indicado correspondera a 0 °C,
para determinar el punto mas alto se rodea al termdmetro de vapores de agua
hirviendo, y cuando se llega al equilibrio, este punto representara el nivel que
se marca como 100 °C; después se procede a hacer divisiones en 100 partes
iguales y, tomandolas como base, se puede prolongar la escala del terméme-
tro con cantidades inferiores a 0, o superiores a 100.

El termdmetro de alcohol no puede graduarse como el de mercurio, porque el
alcohol tiene un punto de ebullicion de 78 °C y a —100 °C se vuelve pastoso;
por ello, para determinar el cero y el resto de la escala, debe compararse con
un termdémetro de mercurio previamente graduado.

Los termdmetros de gas son sumamente exactos, ya que los gases que se
someten a un pequeno cambio de temperatura producen un gran cambio en
su volumen; sirven para medir tanto altas como bajas temperaturas, aunque
tienen la desventaja de que son afectados por las modificaciones de la tempe-
ratura ambiental, ya que son altamente sensibles. Con estos termdmetros se
pueden medir temperaturas de aproximadamente —200 °C hasta 1800 °C. En
general, estan hechos con gases como: hidrégeno, helio o nitrégeno. Por su
costo y dificil manejo, este tipo de termdmetros son de uso casi exclusivo de
la industria.

Los termometros de metales (hierro, platino o iridio) pueden determinar tem-
peraturas de hasta 2 000 °C y se utilizan, por lo general, para medir altas
temperaturas; constan de un tubo de metal que es atravesado por una co-
rriente de agua; para evitar que el metal se evapore, se introduce el tubo en la
sustancia a la cual se quiere determinar su temperatura; finalmente, ésta se
calcula con la velocidad del gasto de agua por unidad de tiempo.
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Los instrumentos de medicion para altas temperaturas tales como terméme-
tros de gases o de metales reciben también el nombre de pirometros.

TERMOMETRO

Corresponde a la sesién de GA 3.27 ; COMO, TIENES TEMPERATURA?

En la leccidon anterior vimos que existen varios tipos de termémetros; su utili-
zacion depende del objeto que deseamos medir y la temperatura a la que se
encuentra aproximadamente éste. Por su uso, éstos se dividen en:

e | aboratorio

¢ Clinico

e Climatico

¢ |ndustrial
I

* Termémetro de laboratorio
Esta hecho de mercurio y su graduacién va de 38 °C hasta 100 °C.
* Termémetro clinico

También esta hecho de mercurio y sirve para medir la temperatura de las per-
sonas; su escala va de 34 °C hasta 42 °C y cada grado esta dividido en déci-
mos para facilitar su lectura. En este tipo de termdmetro, el tubo capilar es lo
suficientemente angosto como para que el mercurio pase a través de él sola-
mente bajo presion, ya sea como producto de la expresidn térmica cuando se
coloca a una persona o de la fuerza centrifuga que se ejerce cuando éste
se sacude al terminar de hacer la lectura.

* Termémetro climatico
Son termometros de alcohol y se usan para medir la temperatura de las habi-
taciones; algunas veces éste se tife para hacerlo mas vistoso. Estos también

se emplean para medir temperaturas inferiores a la de la solidificacion del
mercurio, ya que se pueden realizar lecturas hasta de 80 °C.
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* Termémetro industrial
En el area industrial se utilizan tanto termdmetros de gas como de metal.

El termometro de gas se basa en la disminucion de la presion de éste cuando
disminuye la temperatura y es altamente preciso, pero requiere de muchos
cuidados y su uso es complejo. Registra temperaturas que van de 200 °C
hasta 1800 °C y se pueden hacer de nitrégeno, hidrogeno o helio.

El termometro de metal, en general, se usa para medir altas temperaturas,
mismas que pueden llegar hasta los 2000 °C y son elaborados de hierro, pla-
tino o iridio.

Muchas veces, por razones practicas, en la fundicidon de metales se estable-
ce una temperatura aproximada con base en el calor que emite el cuerpo
caliente.

ESCALAS DE TEMPERATURA

Corresponde a la sesiéon de GA 3.28 g,CUA'L ES LA MEJOR?

Desde que el hombre se percatd que la temperatura de un cuerpo se podia
medir, se dio al quehacer de la invencion y fabricacion de diversos instrumen-
tos que le permitieran este fin. Sin embargo, tropezé con el problema de cémo
formar una escala. Uno de los primeros intentos por encontrar una fue poner
dos muescas a un tubo, cerrado herméticamente, que contenia algun gas o
alcohol; entre éstas se marcaron dichas muescas a distancias iguales tenien-
do, asi, una escala arbitraria. Algunos formaban sus termdémetros con escalas
de siete divisiones, algunos otros con ocho o doce de ellas. Galileo propuso
una escala de i360 divisiones!

En la actualidad se utilizan termémetros con escalas bien definidas; dentro de
éstas se encuentran la Fahrenheit, la Celsius, la Rankine y la Kelvin (que se
vera con detenimiento en la siguiente sesion). La temperatura de las tres pri-
meras se representa con la letra minuscula (t).

La escala Fahrenheit fue establecida por Gabriel Daniel Fahrenheit, quien tomo
como referencia el punto mas frio que se obtiene al mezclar agua con sal y la
temperatura de una persona sana. Esta escala se modifico y tomdé como
parametros la temperatura a la que se congela el agua (32 °F) y el punto de
ebullicion de la misma (212 °F), a la presidn de una atmoésfera.
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La escala centigrada es mas conocida como escala
Celsius en honor a Anders Celsius, quien propuso que
entre el punto de congelacion y el punto de ebullicion del
agua a presion de 1 atmdésfera, se dieran 100 divisiones.

La escala Celsius se acepta mundialmente para su apli-
cacion en trabajos de laboratorio y se utiliza de manera
practica en casi todos los paises del mundo a excepcion
de Estados Unidos e Inglaterra, donde se utiliza la esca-
la Fahrenheit.

Como Estados Unidos es un pais a la vanguardia en
la investigacion cientifica y la escala que maneja es la
Fahrenheit, es necesario aprender a transformar los gra-
dos fahrenheit a grados celsius.

Para poder realizar esta conversién de grados, se deben
tomar parametros que nos den la relacién entre ambas
escalas; asi se determina que al introducir 2 terméme-
tros en hielo, uno con escala Fahrenheit y otro con esca-
la Celsius, éstos nos dan una lectura de 32 °F y 0°C,
respectivamente. La relacion que se encuentra es que a
32°F corresponden 0°C. Si ahora se meten los terméme-
tros en agua hirviendo, éstos dan una lectura de 212 °F y
100°C; con esta determinacion se obtiene otra relacion:
a 212 °F corresponden 100 °C.

El intervalo que se observa en las lecturas obtenidas de cada termdmetro es
de 180 °F y 100 °C, dando una relacion de 9:5; esto es, que cada 9 divisiones
en grados fahrenheit es igual a 5 divisiones en grados celsius.

Relacionando las lecturas de las dos escalas se obtiene la siguiente formula:

‘ TS/AA/CB/3/V.1/P-293-372.PM7.0
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Las férmulas de conversién de una temperatura a otra también se
pueden representar como:

°C = %("F—SZ) y F =%(°C + 32)

Problema:la lectura termométrica de un liquido fue de 104 °F; si al mismo
liquido se le hubiera medido la temperatura con un termémetro de
escala en °C, {cual seria la lectura?

El problema se puede resolver con solo transformar los 104 °F a grados celsius.
Para hacer esto, basta aplicar la formula:

°C °F - 32
5 9

De esta férmula se despeja °C y en °F se sustituye el valor de 104 °F

c o 5(104-32)
9

on — O(72)

C ="9

on _ 360

C = 3

°C = 40

Si al liquido se le hubiera medido la temperatura con un termémetro de escala
en °C, la lectura seria de 40 °C.

Problema: Un termdémetro con escala Celsius marca 20 °C (la temperatura de
un bano Maria). Si en lugar de usar este termémetro usaramos
uno con escala en grados fahrenheit, {qué lectura marcaria?

En este problema se pide transformar los °C a °F, lo cual se puede hacer apli-
cando la férmula que aparece en la siguiente pagina:
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°C _ °F-32

5 9

De aqui se despeja °F y en °C sustituimos el valor de la lectura dada:

F = C) 13

F = 90 45
5

F o= 180 13
5

F = 36+ 32

F = 68

Problema: La temperatura media del cuerpo humano es de 37 °C. En la escala
Fahrenheit, {cual seria esta temperatura?

Aplicando la férmula se obtiene:

oF =9C7) 43

F =338 430

5
°F = 66.6 +32
°F = 098.6

La temperatura media del cuerpo humano es de 98.6 °F.

En los paises donde se emplea la Fahrenheit, también se emplea otra escala,
la Rankine, misma que se deriva de la primera. En la Rankine el punto de
congelacion del agua es a 492 °R y el punto de ebullicion es de 672 °R. Entre
estas dos lecturas, al igual que en la Fahrenheit, hay 180 divisiones, por lo que
se puede obtener la relacion:
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°F-32 = °R-492
Con esta ecuacién podemos transformar °F a °Ry °R a °F.

Problema: La temperatura de ebullicion del agua es de 212 °F; esta tempera-
tura, éa cuantos grados Rankine equivale?

°F-32 =°R-492
De la ecuacién hay que despejar °R y sustituir el valor de °F
°F-32 + 492 = °R
212 -32 + 492 = °R
180 + 492 = °R
672 = °R
La temperatura de ebullicion del agua en la escala Rankine sera de 672 °R.

Problema: Un termometro con escala Rankine marca que la temperatura de
un gas es de 589 °R. Esta lectura, éa cuantos °C equivale?

Para resolver este problema, primero se deben convertir los °R a °F; segundo,
los °F obtenidos convertirlos a °C.

1. Se convierten los °R a °F con la formula:
°F - 32 = °R - 492
°F = °R-492 + 32
°F =589 - 492 + 32
°F = 97 + 32

°F = 129
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Los 129 °F que se obtuvieron se convierten a °C con la formula:

°C  °F-32
5 9
. 5(F-32)
C =—9—
c =5(12&;—32)
. 597)
Cc = 9
. 485
c = 9
°C = 538

Asi se obtiene que 589 °R equivalen a 53.8 °C.
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